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 چكيده

محوری در شرایط ناهم ربایی آهنپیچی آرمیچر در ماشین ورنیه  تور و جریان سیموهای رربا آهنهای چگالی شار ناشی از در این مقاله مولفه

 وشده های واقعی و مجازی استاتور ماشین ورنیه در نظر گرفته  شوند. در مدل استفاده شده، اثر دندانه صورت تحلیلی محاسبه می تور بهور

معادله لاپلاس و روش حل نوا همچون شوارتز کریستوفل استفاده شده است. همچنین از  های هم از نگاشت سازی مدلسازی روند  جهت ساده

سازی تور و واکنش آرمیچر بهره برده شده است. در فرایند مدلوهای رربا آهنیافتن چگالی شار فاصله هوایی ناشی از جداسازی متغیرها جهت 

تور و ور یربا آهننوا، از مفهوم جریان مغناطیسی معادل برای های هم های بر پایه نگاشت های استفاده از روش جهت کنار زدن محدودیت

پیچی آرمیچر با یک جریان  و سیم ،توروتور با یک جریان سطحی معادل روی روهای رربا آهنپیچی آرمیچر استفاده شده است. در واقع  سیم

حاکم از نوع  آمده رابطه دست بهکه در ماشین معادل  شوند. با توجه به این های واقعی استاتور ماشین ورنیه جایگزین می سطحی در دهانه دندانه

های چگالی شار فاصله هوایی ناشی  ندارد. پس از یافتن مولفه دنوا وجوهای هم گونه نگرانی از بابت استفاده از نگاشتلاپلاس است، هیچ هرابط

روش آمده توسط  دست بهشوند. در نهایت نتایج  ای و گشتاور الکترومغناطیسی محاسبه میتور و جریان آرمیچر، گشتاور دندانهوهای رربا آهناز 

 د.نگرد اجزا محدود تایید می

 آرمیچر واکنش، جریان مغناطیسی معادل، نوا، های هم، نگاشتمحوریناهم، ربایی آهنماشین ورنیه  :ها واژهليدك

 1. مقدمه1
یک ماشین با گشتاور بالا و سرعت پایین  ربایی آهنماشین ورنیه 

تکر نسکبت بکه    و حجم کوچکک  ترباشد که دارای ساختار ساده می

خود است. همین امر باعث ایجاد جذابیت این  توانهای هم ماشین

 کاربردهکایی ماننکد  در  2اتصال مستقیم با ماشین برای کاربردهای

 .]9[ های بادی و وسکایل نقلیکه الکتریککی گردیکده اسکت      توربین

هکای هکارمونیکی    های ورنیه درگیر شدن مولفه اساس کار ماشین

ر بکا مولفکه اصکلی چگکالی شکار      یچک آرمچگالی شار فاصله هوایی 

 9مغناطیسکی دنکده   عنکوان اثکر چکر     این پدیکده بکه   است. ربا آهن

ها، های جالب این ماشینبه دلیل ویژگی .]1-3[شود  شناخته می

در دسکت  ریاضکی  ی ها مدلارایه و توسعه با مطالعه و بررسی آنها 

برای تحلیکل ماشکین ورنیکه     ]2-0[است. دو مدل ساده در انجام 

ماشکین ورنیکه را   ککارکرد  آورده شده که اصول قکوانین   ربایی آهن

چگالی شار برای محاسبه  ها مدلکند. با این حال این  توصیف می

توزیع دقیق چگکالی   ]1-3[ فاصله هوایی دقت مناسبی ندارند. در

 آمده اسکت.  دست بهشار فاصله هوایی توسط روش اجزای محدود 

 
  s.taghipour@sku.ac.irنویسنده پاسخگو:  *

2 Direct-Drive applications 
3 Magnetic Gearing Effect 

هکایی همچکون زمکان     البته روش اجزای محدود دارای محدودیت

یک مدل تحلیلی برای ماشین  محاسبه و حجم پردازش بالا است.

 ]85[مغناطیسی معادل ماشین در  بر اساس مدار ربایی آهنورنیه 

پیشنهاد شده است. با این حکال روش مکدار مغناطیسکی معکادل     

ماشین ورنیه قادر به محاسبه دقیکق توزیکع چگکالی شکار فاصکله      

های مبتنی بر مدار مغناطیسکی   هوایی نیست. در واقع دقت روش

مسیرهای عبور شکار در فاصکله هکوایی     آگاهی ازمعادل وابسته به 

ککه  سکطحی   ربکایی  آهناین کار برای ماشین  که باشد ماشین می

 یک فاصله هوایی بزرگ موثر دارد بسیار دشوار است. 

های چگکالی شکار در فاصکله     برای محاسبه توزیع دقیق مولفه

ه شکده  یروش زیر دامنه برای ماشین ورنیه ارا ]88-89[هوایی در 

ککه مکدل زیکر دامنکه روش دقیقکی اسکت امکا دارای         است. با این

روش زیکر دامنکه    در ،. عکلاوه بکر آن  استای  پیچیدهبندی فرمول

ازی ماتریس برای سهای میدان عملیات معکوس برای یافتن مولفه

ی ساده، در ها مدلعنوان  تور نیاز است. بهوای ر موقعیت زاویه هر 

تکک بعکدی   ماشکین بکر اسکاس مکدل      پیچکی  سیمتابع  ]82-81[

آمده است. در مقایسه بکا مکدل    دست بهپذیری فاصله هوایی نفوذ

پکذیری مخکتلط دارای نتکایج    وذپذیری تکک بعکدی، مکدل نف   نفوذ

. در محاسبه چگالی شار فاصکله هکوایی   ]80-81[است تری  دقیق
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نوا  به روش تابع نفوذپذیری مختلط فاصله هوایی، چند نگاشت هم

بکر   های مبتنی زیر دامنه، روشاست. بر خلاف روش استفاده شده 

بنکدی پیچیکده و محاسکبه مکاتریس      های هم نکوا، فرمکول   نگاشت

افکزار   شوند. حتی در نکرم  معکوس را در محاسبات خود شامل نمی

در  کریسکتوفر -شکوارتز   نگاشکت متلب یک جعبه ابزار برای کاربرد 

. از طکرف دیگکر بکا    ]83[ های الکتریکی وجود دارد تحلیل ماشین

تواننکد بکه    ها فقکط مکی   نقطه نظر ریاضی موضوع، نگاشت توجه به

. به عبارت دیگر ]25[ مسائل بر پایه معادلات لاپلاس اعمال شوند

 نیستند. ها قادر به اعمال در مسائلی با معادلات پواسون نگاشت

در پذیری مختلط فاصکله هکوایی   اگرچه محاسبات روش نفوذ

کافی را ندارند. علکت   آمده دقت دست بهساده است اما نتایج  ]80[

این است که در این روش اثرات متقابل شیارهای استاتور و تغییر 

هکا در نظکر گرفتکه نشکده      هنگام استفاده از نگاشکت  ربا آهنشکل 

 با استفاده ازمشکل اثرات متقابل شیارهای استاتور  ]81[است. در 

برطرف گردیکده اسکت. بکا ایکن حکال،      گاشت شوارتز کریستوفل ن

به همکین  شوند.  اعمال می پواسونها باز هم روی معادلات  نگاشت

 ]80-81[ های میدان فاصله هکوایی در  نتایج محاسبه مولفه دلایل

 به دقت روش اجزا محدود نیست. 

معرفی شده  ]28[ها در  یک مدل تحلیلی دیگر بر پایه نگاشت

و اسکتفاده از   ربکا  آهکن ر شککل  است که در این مدل مشکل تغییک 

نگاشت برای معادلات پواسون حل شده است در حکالی ککه ایکن    

آرمیچر واکنش مدل تحلیل حالت بی باری ماشین را انجام داده و 

در ایککن مرجککع آورده نشککده اسککت.  و گشککتاور الکترومغناطیسککی

همشکرایط نکا   ]2-28[ی ارایه شده در ها مدلهمچنین در تمامی 

 ربکایی  آهکن های برخلاف ماشیننشده است.  لحاظروتور محوری 

های فضایی چگکالی شکار در ماشکین    معمولی، محتوای هارمونیک

بسیار بالا است.  8له کنندهوهای مدورنیه به دلیل استفاده از قطب

معمکولی ککه دارای محتککوای    ربکایی  آهکن هکای  حتکی در ماشکین  

سکبب  تکور  وهکم محکوری ر  های فضایی کمی هستند، ناهارمونیک

سازی و مطالعکه پدیکده   شود. بنابراین مدلاعوجاج هارمونیکی می

تور در ماشینهای ورنیه از اهمیت بالاتری برخوردار ومحوری رناهم

 است.

های الکتریککی  محوری یک پدیده رایج در ماشینپدیده ناهم

ها و همچنین عدم دقت در است که به دلیل آسیب دیدن بیرینگ

محورهکای  مککان  شکود. در ایکن شکرایط    ساخت ماشین ایجاد می

تکور دارای انکواع   ومحکوری ر ور متفاوت اسکت. نکاهم  تتور و استاور

تکور  ومحکوری ایسکتا ر  باشد. در نوع نکاهم ایستا، پویا و ترکیبی می

چرخکد. در  مکی  که به موازات محور استاتور استحول مرکز خود 

چرخد و در نوع تور حول محور استاتور میومحوری پویا رنوع ناهم

زمکان بکه دور   تکور دارای دو حرککت چرخشکی هکم    وترکیبی آن ر
 

1Modulating Poles 

محوری از نوع ترین نوع ناهمتور است. رایجوهای استاتور و ر محور

محکوری در نظکر گرفتکه    ایستا است و در این مقاله این نوع نکاهم 

در تکور  ومحکوری ر سکازی نکاهم  تکرین روش مکدل  مرسوم شود. می

 .[22] باشکد مکی  2روش تحلیکل اتتشکاش   ،ربایی آهنهای ماشین

های مراتب بالا  پوشی از مشتقمشکل روش تحلیل اتتشاش چشم

ی پواسون است که ایکن موضکوع در ماشکین ورنیکه ککه      در رابطه

های فضایی چگالی شکار اسکت    دارای محتوای بالایی از هارمونیک

[ از 29در ] نماید.بینی نتایج ایجاد میخطای بیشتری را در پیش

شکده   همحکوری اسکتفاد  سازی ناهمنوا نیز در مدلهای همنگاشت

است ولی در این مراجع از اثر شیارهای استاتور چشم پوشی شده 

برای تحلیل ماشکین ورنیکه    [29استفاده از مدل ] ،بنابراین است.

نقکش بسکیار مهمکی دارنکد مناسکب       شیارهای استاتور که در آن،

استاتور و  محوری با لحاظ شیارهای[ پدیده ناهم28در ]باشد.  نمی

اثر [ 28نوا مدل شده است. البته در ]های همبا استفاده از نگاشت

 واکنش آرمیچر لحاظ نشده است.

تحلیلی مناسب و دقیق برای ماشکین   مدلدر این مقاله یک 

این مدل  شده است.تور ارایه ومحوری ربا لحاظ پدیده ناهم ورنیه

 های چگالی شار فاصله هکوایی  به مولفهمحاسبینی و  پیشقادر به 

تکور  وبکا ر  ربکایی  آهکن ورنیه  باری ماشیندر شرایط بارداری و بی

بکا اسکتفاده از قضکیه یکتکایی و مفهکوم      ابتدا در است. محور ناهم

و تکور  وهکای ر ربا آهکن ، ]21-22[ های مغناطیسی معکادل جریان

تور و در ومعادل به ترتیب بر روی رجریان های استاتور با جریان

شوند. سپس ماشین معکادل  ور مدل میتدهانه باز شیارهای استا

جملکه  از نکوا  آمده با استفاده از یک زنجیره نگاشکت هکم   دست به

تکور هکم مرککز و    وبکا ر  ماشینشوارتز کریستوفل به یک نگاشت 

حکاکم   همعادلشرایط این در گردد.  استاتور بدون شیار تبدیل می

ها بدون  نگاشت استفاده ازبر مساله از نوع لاپلاس خواهند شد و 

های چگالی شار ناشکی   مولفهدر نهایت . باشد می و مشکل نگرانی

های سطحی معادل  و جریان ربا آهنهای سطحی معادل  جریاناز 

 همعادلک حکل  توسط روش جداسکازی متغیرهکا و    جریان آرمیچر

الکترومغناطیسی و بال آن گشتاور آیند. به دن می دست بهلاپلاس 

برای تایید مدل پیشنهادی د. در نهایت نشو محاسبه می ایدندانه

 گردند. با روش اجزا محدود مقایسه و تایید میآن نتایج 

 محورتور ناهموبا رماشين ورنيه  سازی مدل. 2

[ آورده شده است و برای صرفه2اساس کارکرد ماشین ورنیه در ]

در روند شود. می خودداریجویی در نوشتار از بازگویی آن 

 اند: شده لحاظهای زیر  فرضیه ربایی آهنماشین ورنیه  سازی مدل

 شده است.چشم پوشی اثر اشباع مغناطیسی از  -8

 
2Pertubraton Method 
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 در نظر گرفته شده است. µr=1 ،ربا آهنپذیری نفوذ -2

 اثر انتهایی در نظر گرفته نشده است. -9

 اند.شیاردار در نظر گرفته شدهاستاتور  -1

تبدیل  یافتن ضرایب از جعبه ابزار مهیا شده متلب جهت -3

 شوارتز کریستوفل استفاده شده است.

 است. استاتیکیماشین از نوع  محوری نا هم -2

و  ربا آهنسازی دلهای سطحی معادل برای معا از جریان -0

 های استاتور استفاده شده است.جریان

سازی شیارهای مجازی و واقعی در فرایند مدلعمق  -1

 شوند.یکسان در نظر گرفته می

پهنای  نوا بر روی استاتور تنها های هم اعمال تبدیل -3

های آنها همواره شعاعی تغییر داده و شکل دیواره را هادندانه

 ماند.می

 ب( -8آ( ماشین ورنیه واقعی و در شکل ) -8در شکل )

و  JPMECS ربا آهنمعادل  های سطحیماشین ورنیه با جریان

آورده شده است.  JARECSجریان سطحی معادل آرمیچر 

معادل با استفاده از های  چگونگی محاسبه توزیع این جریان

 .شودارایه میو در بخش بعدی قضیه یکتایی انجام شده 

 
 )ب((                                        الف)

ماشین ورنیه واقعی، )ب( ماشین ورنیه معادل با ( الف) (:1شكل )

 .های سطحی جریان

 ها معرفی نگاشت .2-1

محور بکا  تور ناهمودر این قسمت هندسه پیچیده ماشین ورنیه با ر

شود. نوا به یک هندسه ساده تبدیل میهای هم استفاده از نگاشت

فاصکله هکوایی   هکا بکر روی    لازم به ذکر است که تمکامی نگاشکت  

و  و شکیارهای آن  و مرزهکای آن )سکطد داخلکی اسکتاتور     ماشین

هندسکه مکورد نظکر بکرای      د.نشکو  اعمال مکی  تور(وسطد بیرونی ر

( نشان داده آ - 2جهت تحلیل در شکل )محور ناهمماشین ورنیه 

شکعاع   Rmتور ووشعاع ر Rr شعاع استاتور، Rs که در آن،شده است 

واقعکی و   هایشکیار  دارایاسکتاتور  ( 8)اسکت. در شککل    ربکا  آهن

باشد. قکدم   میمحور استاتیکی با استاتور ناهمتور ور بوده و مجازی

تکر اسکت    اول در تحلیل این ماشین رسیدن به یک هندسه سکاده 

با استاتور بکدون شکیار و    ی که به یک ماشین ورنیه معادلصورت به

ی ها برسیم. جهت رسیدن به این منظور از نگاشتمحور تور همور

تکور  وگیریم. صفحه اصلی که ماشکین ورنیکه بکا ر    میکمک  نواهم

 نامیم. می Sمحور در آن قرار دارد را ناهم

 در ابتدا بکا اسکتفاده از نگاشکت اول، بکه یکک ماشکین ورنیکه       

( ایکن  8رسیم. معادلکه )  می Tدر صفحه تور هم مرکز وبا ر شیاردار

 کند. نگاشت را توصیف می
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 (8)     

  

ماشین در تور و استاتور وفاصله محورهای ر d ،در این نگاشت

باشد. بعد از اعمال این نگاشت ماشکین ورنیکه    میمحور ناهمورنیه 

( فاصکله هکوایی ماشکین را    ب -2هم مرکز خواهد شد. در شکل )

که تغییر شکل شیارهای استاتور آورده شده بعد از اعمال نگاشت 

 نگاشکت لگکاریتمی  از نکوع   شود. نگاشت بعدی میمشاهده آن در 

 اسکتفاده  سازی ماشین به ماشین بکدون شکیار   جهت سادهاست و 

( آورده شکده  2ککه در ) نگاشکت لگکاریتمی   ایکن  . با انجام شودمی

 . خواهد آمد دست بهپ(  -2شکل ) صورت بهماشین  است، هندسه

( ) log( )

( ) w

w t t

t w e




                                                 

(2) 

اسکتفاده  ( 9) 1ها از نگاشت شکوارتز کریسکتوفل   برای حذف دندانه

. شده است  

1 1

1

( ) ( )
kn

k

k

Z w A w w dw C





  



  
             

(9)  

 n و بکوده ضرایب نگاشت شوارتز کریستوفل  C و A که در آن،

 W در صکفحه  ماشین واقع هندسهها( در ها)شکستگی تعداد گوشه

k,اسککت و  kw هککای زاویککهk  صککفحهامککین گوشککه درW 

چنکد ضکلعی مکورد نظکر در     کریستوفل -. نگاشت شوارتزباشند می

 کنکد نگاشکت مکی   Zرا بر روی محکور افقکی در صکفحه     Wصفحه 

خطی نیاز به حل یک معادله تیر Cو  Aبرای یافتن ضرایب  .]83[

ککه مخصکوص   افزار متلب  نرم های کتابخانهاست که توسط یکی از

. لازم بکه  ]29[است انجام خواهد شکد  نگاشت شوارتز کریستوفل 

موقعیکت  بار و برای یک یک تنها بایست  ذکر است این ضرایب می

ایکن  اعمکال  جدیکد ماشکین بعکد از     هندسهمحاسبه شوند. تور ور

داده ( نشکان  ت -2شکل ) درو آمده  دست به Z در صفحه نگاشت

 
1 Schwarz-Christofell 
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. در نهایت برای رسیدن به فاصکله هکوایی هکم مرککز و     شده است

تفاده اسک  ،( آورده شده1) رابطه درکه بدون شیار، آخرین نگاشت 

 .خواهد شد

*2
( )

2( )

ln( )
( ) ( 1 )

2 2

dy
z

dx jK z e

dx k dy
Z k j

j

 



 



   

                          

(1)  

در ایکن  مشکخ  شکده اسکت.     (ت -2)در شکل  dyو  dxکه 

ماشین هم مرکز بدون شکیار  نامیده شده است، یک  Kصفحه که 

 .نمایش داده شده است ث( -2در شکل )داریم که 

 

 )پ(                  )ب(                         )آ(               

 

 )ث(             )ت(                                       

و هندسه ماشین بعد از ، Sدر صفحه  )آ( ماشین ورنیه واقعی :(2)شكل 

 . Kو )ث(  Z، )ت( W، )پ( T)ب( های در صفحهها اعمال نگاشت

 .انتقال شرایط مرزی حاكم بر مساله2-2

هندسی ساختار  نواهای همهنگام استفاده از نگاشت گونه که همان

بایست از  کند، شرایط مرزی نیز می پیدا میو تغییر ماشین انتقال 

انتقال پیدا کند. برای  K انتهایی صفحهبه  S ابتدایی صفحه

شرایط مرزی دیریکله، مقدار تابع پتانسیل مغناطیسی در هرنقطه 

شود. اما در  ها دستخوش تغییر نمی از مرزها با اعمال نگاشت

حالتی که ما شرایط مرزی نویمن را داشته باشیم مقادیر تابع 

آیند  می دست به( 3با توجه به معادله )، A، پتانسیل مغناطیسی

]29[. 

.

w w

z z

A A
j

u v

A A y x
j j

x y v u

  
  

  

     
    

     

(3)      

)که در آن، , )x y و( , )u v متغیرهای به  به ترتیب مربوط

 د.نباش می Wو  Zهای هصفح در فرضی مختصات

باید آرمیچر را و  ربا آهنسطحی معادل  های جریان ،بنابراین

عنوان یک شرط مرزی در ساختار ماشین انتقال داد. با انتقال  به

، قادر خواهیم بود معادلات Kانتهایی صفحهها به  این جریان

های  آمده برای یافتن مولفه دست بهلاپلاس را با شرایط مرزی 

( جریان3) رابطه چگالی شار فاصله هوایی حل کنیم. با توجه به

انتهایی انتقال صفحه به ( 2توسط )و آرمیچر  ربا آهنهای معادل 

 8نماد * بیانگر عملگر مزدوج مختلط که در آن، شوند داده می

 .است

* * * *

* * * *

K S

PMESC PMESC

K S

ARECS ARESC

ds dt dw dz
J J

dt dw dz dk

ds dt dw dz
J J

dt dw dz dk

       
        

       

       
        

           

(2)  

های  بعدی این مقاله چگونگی یافتن این جریان هایدر بخش

 د شد.نتوضید داده خواهمعادل آرمیچر سطحی 

 چگالی شار فاصله هوایی .3-2

و جریان آرمیچر به  ربا آهنمعادل های سطحی  جریانبا انتقال 

های چگالی  حل معادلات لاپلاس قادر به یافتن مولفه و K صفحه

فاصله  K صفحهآرمیچر هستیم. در  واکنشتور و وشار ناشی از ر

RKماشین تنها یک ناحیه در ) هوایی
r<ρ<RK

s) گیرد را در برمی

. در ابتدا میدان ناشی استلاپلاس حاکم بر آن رابطه که معادله 

( معادله 0)رابطه کنیم. در  تور را پیدا میواز جریان سطحی ر

نشان داده  K صفحهیافته به س حاکم و شرایط مرزی انتقال لاپلا

 شده است.

2

0

0

|

| 0

k
r

k
s

k

PMESC

k
kPMESC
PMESCR

k

PMESC

R

A

A
J

A














 











(0)                                 

,که در آن، های مماسی و شعاعی میکدان   به ترتیب مولفه

k,و  k

r sR Rصفحهتور در وبه ترتیب شعاع استاتور و ر K   یا همکان

با حل معادله لاپلاس به  باشند. ماشین هم مرکز و بدون شیار، می

هکای شکعاعی و مماسکی میکدان      روش جداسازی متغیرها، مولفکه 

تکور در  ورربکا در سکطد   آهکن های سطحی معکادل   جریانناشی از 

 آیند. می دست به( 1) رابطه صورت به K صفحه

 
1Complex Conjucation 
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1 2 1

0 1 2 1

( sin( ) cos( ))

( sin( ) cos( ))

K

K K

n PMECScn PMECSsn

n

K

K K

n PMECSsn PMECScn

n

n n n

s
n n n n

r s r

B

J n J n

B

J n J n





  

  

  
 

  

  

  







 










      

(1)    

JK که در آن،
PMECScn  وJK

PMECSsn  ضرایب سری فوریه به

های سطحی معادل  مربوط به جریان کسینوسی و سینوسی ترتیب

  است. K در صفحه ربا آهن

تور، نوبکت بکه   واز جریان سطحی ر از یافتن میدان ناشیپس 

( 3)پیچی آرمیچر اسکت. در   های میدان ناشی از سیم یافتن مولفه

ککه ناشکی از جریکان    معادلات ماشکین و شکرایط مکرزی انتقکالی     

شکده   دادهنشان  K صفحهالعمل آرمیچر در  سطحی معادل عکس

 .است

2

0

0

|

| 0

k
s

k
r

K

ARESC

k
kARESC
ARESCR

k

ARESC

R

A

A
J

A














 


 






                                  

(3)  

به روش جداسازی متغیرها، میدان  (3)با حل معادله لاپلاس 

آید که در  می دست به K آرمیچر در نقشه انتهایی واکنشناشی از 

نشکان  آن های شعاعی و مماسکی   ( مولفه88)رابطه و  (85)رابطه 

 اند. داده شده

( sin( ) cos( ))

K

ARESC

K K

n ARECScn ARECSsn

n

B

J n J n



  




    

(85)  

( sin( ) cos( ))

K

ARESC

K K

n ARECSsn ARECScn

n

B

J n J n



    (88)    

JK که در آن،
ARECScn  وJK

ARECSsn  ضرایب سری فوریه به

های سطحی معادل  مربوط به جریانکسینوسی و سینوسی ترتیب 

 است.( 82)رابطه  صورت به ξnو  است K آرمیچر در صفحه

1 2 1

0 1 2 1

n n n

r
n n n n

s r s

  
 

  

  

  





                                    

 (82)  

ميدان به نقشه اوليه ماشين ورنيه بازگرداندن .5-2
 

واککنش  و  ربکا  آهکن های چگالی شکار ناشکی از    بعد از یافتن مولفه

جکایی ککه    Sبه صکفحه ابتکدایی    آنها را، باید K صفحهآرمیچر در 

قکرار دارد  اسکتاتور شکیاردار   محکور بکا   نکاهم ماشین ورنیه هندسه 

چگکالی   هکای مولفکه  انتقال( چگونگی 89)رابطه . در نمودمنتقل 

 آورده شده است. S به صفحه Kصفحه شار فاصله هوایی از 

* * * *

kBsB
ds dt dw dz

dt dw dz dk


       
       
                           

(89)  

. گشتاور دندانه و گشتاور الكترومغناطيسی4-2
 

تور و وهای رربا آهنهای چگالی شار ناشی از  با داشتن مولفه

گشتاور  معادلات تنش ماکسولاز با استفاده از  آرمیچر، واکنش

( 83)( و 81به ترتیب از روابط )دندانه و گشتاور الکترومغناطیسی 

 خواهند آمد. دست به

2
2

0
0

rstk
cogg rPM PM r

r L
T B B d



 


  (81                     )  

2
2

0
0

stk
e rg g

r L
T B B d



 


  (83                               )  

گرفته شده در فاصله ی در نظر شعاع استوانه r که در آن،

rPM,طول محوری ماشین و Lstk هوایی، PMB Bهای  مولفه

ی ربا آهنمماسی و شعاعی چگالی شار فاصله هوایی ناشی از 

rg,تور و ور gB B های مماسی و شعاعی چگالی شار مولفه 

متغیر  φو  آرمیچرالعمل  تور و عکسوفاصله هوایی ناشی از ر

گیری در فاصله ای المان انتگرالو موقعیت زاویهگیری  انتگرال

 است. هوایی در دستگاه استاتور

. نيروی نامتعادل شعاعی4-3
 

ی کششی نامتعادل به رتور وارد محوری رتور یک نیرودر اثر ناهم

خواهد  دست بهماتریس تنش ماکسول  شود که توسط رابطهمی

های روتور و ربا آهنهای چگالی شار برآیند  آمد. با داشتن مولفه

( و 82نیرو به ترتیب از روابط ) yو  xواکنش آرمیچر، مولفه های 

 د آمد.نخواه دست به( 80)

2
2 2

0
0

cos( )
2

sin( )2

x

g gstk
rg g r

F

rL
B B B B d



 








  
     

  


 

(82)
                                       

 

2
2 2

0
0

sin( )
2

cos( )2

y

g gstk
rg g r

F

rL
B B B B d



 








  
    

  


(80 )  
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Back-EMFولتاژ شار، اندوكتانس و . 3-5
 

های روتور و ربا آهنچگالی شار شعاعی های  تن مولفهنسبا دا

 صورت بههای آرمیچر  شار در برگیرنده کلافواکنش آرمیچر، 

تعداد دور یک  N که در آن،مد، خواهد آ دست به( 81)رابطه 

موقعیت به ترتیب  i2υو  i1υهای یک فاز،  تعداد کلاف Csکلاف، 

ای  موقعیت زاویه rθ ام، iکلاف ای بازوهای رفت و برگشت زاویه

مولفه  Brشین است. اشعاع داخلی استاتور و طول پشته م Rsرتور، 

 هااست که با جایگذاری آن و یا آرمیچر ربا آهنشعاعی چگالی شار 

 دست به( ARλ( و یا شار سیم پیچ را )PMλ) ربا آهنبه ترتیب شار 

و  xفاز  خودی ن توابع شار مقادیر اندوکتانسدانستبا  خواهد آمد.

( و 83به ترتیب توسط روابط ) yبا فاز  xفاز متقابل اندوکتانس 

( 28با رابطه ) xالقا شده در فاز  Back-EMF( و و ولتاژ 25)

( شار فاصله هوایی 25( و )83در روابط ) .خواهند آمد دست به

شار فاصله هوایی  (28بطه )آرمیچر، و در را xتنها ناشی از فاز 

از لازم به یادآوری است که  ی رتور است.ربا آهنتنها ناشی از 

دقیق  صورت بههای چگالی شار در فاصله هوایی آنجایی که مولفه

خود شار نشتی اثر خود را در رابطه اند، خودبهبینی شده پیش

نتیجه نهایی  پیوندی کلاف گذاشته و در( مربوط به شار 81)

 نمایان خواهد شد.

2

11

( )

( , )
s

i

i

r

Q

s stk r r

i

NR L B d




 

  






                          (81)

 

( )
( ) x r

xx r

x

L
i

 
                                         

(83)   

( )
( )

y r

xy r

x

L
i

 
                                            

(25)  

( )PMx PMx r

r

d d
emf

dt d

  



             

(28)           

  

 هاربا آهنو  آرميچرهای سطحی معادل نجریا .3

 ربککا آهککنهککای سککطحی معککادل آرمیچککر و یککا  منظککور از جریککان

ز شکیار  افرضی به ترتیب در دهانه ب صورت بههایی است که  جریان

گیرند و اثر آنها در تولید چگالی شار و یا روی سطد روتور قرار می

ی ربکا  آهکن فاصله هوایی همانند جریان آرمیچر درون شکیار و یکا   

های  تور است. به منظور یافتن این جریانوموجود بر روی سطد ر

 شود.الکترومغناطیس استفاده میتئوری معادل از قوانین 

 های سطحی دهانه باز شيارهاجریان .1-3

شکیارهای  بکاز  پیچی آرمیچر در دهانه  سیمجریان سطحی معادل 

ککل آمپکردور   بکرای محاسکبه آنهکا    رند. گی واقعی استاتور قرار می

در دهانکه  یکک جریکان سکطحی     صورت بهقرارگرفته در یک شیار 

( چگکونگی در نظکر   22)رابطکه  شکود. در   شیار در نظر گرفته مکی 

 . پیچی آرمیچر آمده است گرفتن جریان سطحی برای سیم

1 0

( ) ( , )
sQ

N i
ARESC

i

AT
J i

b
  



 (22)                                

دهانکه بکاز    زاویکه  b0، امین شیار استاتورiآمپردور  ATi که در آن،

 ( آمکده و 29در ) تابع پالس واحد که δشیارهای واقعی استاتور و 

شیار واقعی استاتور واحد و در بقیکه جاهکا   دهانه باز مقدار آن در 

تعکداد شکیارهای واقعکی     Qsلازم بکه ذککر اسکت     صفر است.برابر 

 است.استاتور 

0 02 2
1

2 2( , )

0

s s

b b
i i

Q Qi

other wise

 


 


   

 

                 

(29)  

های معادل در شیارها  لازم به ذکر است که پهنای این جریان

تنها در دستگاه ماشین واقعی برابر بوده و پس از اعمکال نگاشکت  

دیگکر بکا یککدیگر    هکا در دسکتگاه    نوا پهناهای این جریانهای هم

دهانکه بکاز    معکادل در  از یکافتن جریکان   پس متفاوت خواهد بود.

ها، بازنویسی آنها بکه   شیارهای استاتور و انتقال آنها توسط نگاشت

باشد. ضروری می Kدر صفحه سری فوریه شکل 

 

 توروروی سطح رهای سطحی جریان .2-3

ای گونکه  تور بهوتور با یک جریان سطحی بر روی روهای رربا آهن

شوند که هر دو چگالی شار یکسانی در فاصله هوایی جایگزین می

ماشین ایجاد نمایند. طبق قضیه یکتایی این پاسخ یکسان بکوده و  

ستاتور )مانند شیاردار در نظر گرفته شده برای ا مستقل از هندسه

محکور بکودن   محور و یا نکاهم یا هم ، وشیار بودن آن بودن یا بدون

لبته هندسه اسکتاتور در نظکر گرفتکه شکده در هکر دو      آن( است. ا

تکور( بایکد یکسکان    وهای سکطحی ر  و با جریان ربا آهنساختار )با 

با یافتن چگالی شار فاصله هوایی در یکک سکاختار    ،بنابراین باشد.

محور با استاتور( و یکسکان  تور هموساده )ماشین بدون شیار و با ر

هکای سکطحی    چگالی جریان توانقرار دادن روابط چگالی شار می

 دسکت  بکه ( 21) صورت بهمعادل را که به فرم سری فوریه است را 

 آورد.
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، ها تعداد زوج قطبpکه در آن،
r تور و وای ر موقعیت زاویه

0

شده  آورده( 23) رابطه در anو  دنباش نفوذپذیری خلا میضریب 
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(23)  

 . تایيد مدل5

آمکده از   دسکت  بکه برای تایید مدل پیشنهادی در این مقاله، نتایج 

محکدود مقایسکه    یاجکزا  آمکده از روش  دسکت  به نتایج مدل را با

( 8شده در جدول ). اطلاعات ماشین ورنیه در نظر گرفته کنیم می

و موقعیکت صکفر    پیچکی همچنین الگکوی سکیم   آورده شده است.

هکای  اتصکال ککلاف   .آ( نشان داده شده اسکت  -8در شکل ) تورور

هر دو حالکت بکی بکاری و     سری است. صورت بهآرمیچر در هرفاز 

محکور بررسکی شکده اسکت.      نکاهم تکور  وماشین ورنیه با ر تحت بار

های شعاعی و مماسی چگالی شکار فاصکله هکوایی ناشکی از      مولفه

 d=0.5mm محکوری  ناهمتور و وای صفر ر در موقعیت زاویه ربا آهن

 اند.  ( نشان داده شده3( و )1های ) در شکل

 پارامترهای ماشین ورنیه مورد مطالعه(: 1جدول )

 پارامترهای ماشين نماد مقدار

9/21 p/q تورو/رزوج قطب استاتور 

3 Qs تعداد شيارهاحقيقی 

20 FMP تعداد شيارهامجازی 

2 (deg)c0 دهانه باز شيارهای مجازی 

85 0(deg)b دهانه باز شيارهای واقعی 

855 ( )stkL mm طول پشته ماشين 

88212 ( )sR mm شعاع استاتور 

511 ( )g mm طول فاصله هوایی 

85211 ( )rR mm توروشعاع ر 

013 (deg)p  ربا آهنزاویه كمان 

818 ( )remB T  ربا آهنپسماند 

A3 Iphase جریان نامی 

855 N  كلافتعداد دوردر یک 

 
.ربا آهنمولفه شعاعی چگالی شار فاصله هوایی ناشی از (: 5شكل )

 

 
.ربا آهنچگالی شار فاصله هوایی ناشی از  مماسیمولفه (: 4شكل )

 

 
.آرمیچر واکنشفاصله هوایی ناشی از  شعاعیچگالی شار(: 5شكل )

 

 
 .آرمیچرواکنش فاصله هوایی ناشی از  مماسیچگالی شار (: 5شكل )

ازای  ، بکه واککنش آرمیچکر  چگالی شار فاصله هوایی ناشکی از  

نیز بکا مکدل تحلیلکی و روش     (Ia=1A, Ib=Ic=-0.5A) های جریان

بکا یککدیگر   ( 2-0هکای )  در شککل آمکده و   دست بهاجزای محدود 

 .اند مقایسه شده
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و استفاده  ربا آهنهای چگالی شار ناشی از با استفاده از مولفه

در  محکوری  نکاهم گشتاور دندانه ماشین ورنیه با (، 81ی )از رابطه

 .نشان داده شده است( 1در شکل ) آمده و دست به تورور

 
گشتاور دندانه(: 8شكل )

 

بکرای یکافتن گشکتاور سکنکرون الکترومغناطیسکی،       چنین هم

( گشکتاور  3شککل )  .انکد شکده ( در در نظر 22های سه فاز ) جریان

آمده توسط روش تحلیلی  دست بهالکترومغناطیسی ماشین ورنیه 

 دهد. محوری را نشان می و روش اجزای محدود در شرایط ناهم

2 cos( )
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2
2 cos( )

6 3
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a r
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(22)                             

 .گشتاور الکترومغناطیسی(: 1شكل ) 

و استفاده  ربا آهنهای چگالی شار ناشی از با استفاده از مولفه

کشکش نامتعکادل    yو  xهکای  مولفکه ( 80( و )82هکای ) از رابطه

و در  آمککده دسکت  بکه ی رتوسکط روش تحلیلکی در شکرایط بککی بکا    

دود مقایسه شده است. حبا روش اجزای م (88)و  (85)های شکل

 aالقککا شککده در فککاز   back-EMFنمککودار ولتککاژ  (82)در شکککل 

( و روش اجزای محدود( گزارش شکده اسکت.   28آمده از ) دست به

بکرای  ( Jc(A/m))ی رتکور  ربکا  آهکن ادل معک مجکازی  هکای   جریکان 

  ( آورده شده است.89موقعیت صفر رتور در شکل )

 
 نامتعادل در بی باری نیروی کشش مغناطیسی xمولفه  (:16شكل )

 .نیروی کشش مغناطیسی نامتعادل در بی باری yمولفه  :(11) شكل 

 
.A القا شده در فاز back-EMFولتاژ  :(12)شكل 

در  Jc(A/m)، های روی سطد روتورربا آهنجریان معادل  (:13شكل ) 

 .موقعیت صفر رتور

 aهای خودی و متقابل فازهای آمده اندوکتانس دست بهمقادیر 

های  محور با استاتور از روشمحور و ناهم  در شرایط رتور هم bو 

( آورده شده 2آمده و در جدول ) دست بهو اجزای محدود تحلیلی 

 است.
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 در ماشین ورنیه مورد مطالعه b و aهای فاز اندوکتانس (:2جدول )

 اندوكتانس رتور هم محور رتور نا هم محور

(mH) FEA تحليلی FEA تحليلی 

29.02 27.4 27.8 26.8 Laa 

-14.85 -13.8 -14.1 -13.2 Lab 

آنها و مقایسه  آمده از روش تحلیل دست بهتوجه به نتایج با 

اجزا محدود نتایج روش با  (2و جدول ) (82( تا )1های ) در شکل

توان مشاهده کرد که مدل پیشنهادی دقت مناسبی برای  می

ی سطحی در شرایط ناهم محوری ربا آهنورنیه تحلیل ماشین 

.داردرتور 
 

 گيری نتيجه .4

بکا اسکتاتور    ربکایی  آهکن ماشین ورنیه برای در این مقاله یک مدل 

توانکایی  شکده  مکدل ارایکه   معرفی شد. محور همناتور ورو شیاردار 

ی ماشکین را  داربی بکاری و بکار  شرایط  دربینی رفتار ماشین  پیش

نکوا اسکتفاده شکده و    های هم مدل از نگاشت. در این باشددارا می

لاپکلاس،   برای محکدودیت ایکن روش یعنکی حکاکم بکودن رابطکه      

 هکای جریکان  به ترتیکب بکا  پیچی آرمیچر  سیم و توروهای رربا آهن

شکیارهای واقعکی اسکتاتور    بکاز  دهانکه  تور و در وسطد رمعادل در 

دندانکه،   چگالی شکار و گشکتاور  نتایج در نهایت ند. اهجایگرین شد

، کشکککش نامتعکککادل مغناطیسکککی، الکترومغناطیسکککی گشکککتاور

اجکزا محکدود   بکا روش  آمکده   دست به back-EMFو  ها اندوکتانس

 ند.اهمقایسه و تایید شد
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Abstract 

In this paper the flux density components in the eccentric slotted surface mounted PM Vernier machine are 

obtained analytically at on-load and no-load conditions. In the modeling process some conformal 

transformations, including Schwartz Christoffel and bilinear transformations are applied. In addition, the Laplace 

solution is used to obtain the air gap flux density of the PMs and the armature reaction. To overcome the 

limitations of existing conformal transformation-based models, the concept of equivalent magnetization current 

and the uniqueness theorem are adopted. In the provided model, the air gap flux density, the machine cogging 

torque and the electromagnetic torque are obtained analytically. Finally, the obtained results are compared with 

the results of finite element analysis.   

Keywords: Vernier PM machines, Eccentricity, Conformal transformation, Equivalent surface current, Armature 

reaction  
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