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The double physical pendulum serves as a mechanical model that 

effectively demonstrates the complex phenomena of nonlinear 

dynamic systems, including chaotic behavior. In this study, using the 

finite element method (FEM) and numerical simulations, the high 

sensitivity of the system’s behavior to initial conditions has been 

investigated. The results show that changes in initial parameters such 

as the angle of deviation, length, and mass of the outer pendulum can 

lead to unpredictable and complex trajectories. For a more detailed 

analysis, first, a mathematical model for the double physical 

pendulum was created using Lagrangian mechanics. Then, using 

numerical calculations and analytical tools such as Fast Fourier 

Transform (FFT) and Poincaré surface, the effect of changing initial 

conditions was comprehensively studied. The results showed that 

increasing the initial deviation angle of the outer pendulum at 

different values (12, 30, 60, 88, 92, and 128 degrees), as well as 

increasing the mass and length of the second connecting rod, causes 

the system’s behavior to change from periodic to quasi-periodic and 

chaotic states. These findings emphasize the importance of initial 

conditions in predicting the behavior of nonlinear systems and 

provide valuable insights in the field of nonlinear dynamics. 
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    تأثیر شرایط اولیه بر رفتار آونگ فیزیکی دوگانه عددی یمطالعه
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 پیام نور، تهران، ایران  دانشگاهاستادیار، 1
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 چکيده مشخصات مقاله 

 تاریخچه مقاله: 

 پژوهشی  -نوع مقاله: علمی

 1404شهریور  03:  یافتدر

 1404مهر  07:  یبازنگر

 1404 مهر 25:  یرشپذ

 1404آبان  01:  آنلاین  ارائه

 :هايدواژه کل

 آونگ فیزیکی دوگانه 

 سازی شبیه  

 سطح پوانکاره   

 تبدیل فوریه سریع  

 آشوب   

دینامیکی   هایپیچیده سامانه های عنوان مدل مکانیکی، پدیده آونگ فیزیکی دوگانه به

دهد. در این مطالعه، با استفاده  خوبی نشان می غیرخطی ازجمله رفتار آشوبناک را به

محدود اجزاء  روش  شبیه (FEM) از  این  سازی و  رفتار  بالای  حساسیت  عددی،  های 

دهد که تغییرات سیستم به شرایط اولیه موردبررسی قرارگرفته است. نتایج نشان می 

تواند منجر به  در پارامترهای اولیه مانند زاویه انحراف، طول و جرم آونگ بیرونی، می 

غیرقابل  حرکتی  دقیقپیش مسیرهای  تحلیل  برای  شود.  پیچیده  و  با  بینی  ابتدا  تر، 

لاگرانژ  مکانیک  از  شد.  یاستفاده  ایجاد  فیزیکی  دوگانه  آونگ  برای  ریاضی  مدل   ،

ابزارهای تحلیلی مانند تبدیل فوریه سریع و  از محاسبات عددی  با استفاده   سپس، 

(FFT) طور جامع موردمطالعه قرارگرفته و سطح پوانکاره، تأثیر تغییر شرایط اولیه به 

بیرونی در مقادیر  است اولیه آونگ  انحراف  افزایش زاویه  نتایج حاصل نشان داد که   .

درجه(، و همچنین افزایش جرم و طول میله    128و    92،  88،  60،  30،  12مختلف )

ای  دوره های شبهای به حالت دهنده دوم، باعث تغییر رفتار سیستم از حالت دوره اتصال 

های  بینی رفتار سامانهها بر اهمیت شرایط اولیه در پیش شود. این یافته و آشوبناک می 

تأک بینش می  یدغیرخطی  و  ارزشمندی درزمکند  ارائه    یینههای  دینامیک غیرخطی 

 د.  دهمی
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 مقدمه   -1

حوزه  در  مهم  بسیار  موضوعات  بررسی  از  کلاسیک  مکانیک  ی 

آن رفتاری  ماهیت  دلیل  به  که  است،  آونگ  از    ،رفتار  یکی 

میان  جذابموضوعات   ارتعاشات    در  مهندسین  و  .  استمحققان 

بتوان تاریخچه ارتباط داد ] شاید  [.  1ی آونگ را به دوران گالیله 

توسط    کههنگامی  بزرگی شد که  لوسترهای  متوجه  کلیسا  در  او 

طرف در حال  و آن  طرفاینزنجیرهای از سقف آویزان شده و به  

بودند.   پیشرفت  تأثیرحرکت  بر  گالیله  قرن  کشف  بعدی  در  های 

به  انکارقابل آن  از  که  کشفی  ساده  نیست.  آونگ  تقارن  عنوان 

علاوه2]  شودمی  بردهنام  مانند    [.  دیگری  دانشمندان  گالیله،  بر 

رهبران علم در قرن   عنوانبههویگنس، نیوتن و هوک که از آنان  

می17 مطالعه یاد  به  پرداختهشود،  آونگ  این  ی  میان  در  اند. 

-اسامی گالیله نقش مرکزی را در دنیای فیزیک نیوتنی بازی می

 کند.  

ی مکانیک  اغراق نیست اگر گفته شود آونگ در مرکز توسعه

داشته،   قرار  قرن  کهطوری به کلاسیک  طی    20الی18های  در 

یافت  باکارهای توسعه  اِوتوس  و  آتود  برای  3]  است  استوکس،   .]

آونگ فوکو   اختیار    تنهانه نمونه  را در  از چرخش زمین  شواهدی 

علم   محبوبیت  باعث  بلکه  قرارداد  و    19قرن    اواخر   درمحققان 

 نیز گردید.    20اوایل قرن  

دوگانه،   فیزیکی  و    عنوانبه آونگ  ساده  مکانیکی  سیستم 

فیزیکدانان و مهندسان    موردتوجهبسیار گویا، همواره    حالن یدرع

سیستم،   این  است.  رفتارهای    باوجودبوده  ظاهری،  سادگی 

پیچیده  بسیار  می دینامیکی  نشان  خود  از  به  ای  را  آن  که  دهد 

های غیرخطی و آشوبناک تبدیل  مدلی جذاب برای مطالعه پدیده 

است.   دوگانه،  رون یازاکرده  آونگ  دینامیکی  رفتار  دقیق  درک   ،

شود، بلکه  تری از مکانیک کلاسیک منجر میبه فهم عمیق  تنهانه

تحلیل   و  طراحی  کاربرد  پیچیده   هایسامانه در  نیز  مهندسی  تر 

آونگهمچنین    دارد.   در   یساز مدل   ابزار  عنوانبه  دوگانه  از 

  برای   خاص،  طوربه  و  بیومکانیک   ،روباتیک  کاربردهای

  و   پذیرانعطاف   بازوی  رباتیک  کنترلی  هایجنبه  ل یوتحلهیتجز

 [. 4-8]   است   شدهاستفاده   کشتی  هایجرثقیل 

غیرخطی، حساسیت    هایسامانههای کلیدی در مطالعه  از جنبه

اولیه است. این حساسیت،    هاآن   های سامانهدر    ژهیوبهبه شرایط 

می  باعث  اولیه،  آشوبناک،  شرایط  در  کوچک  تغییرات  که  شود 

شود.    بلندمدتدر رفتار سیستم در    یتوجهقابلمنجر به تغییرات  

است.    هاسامانه ای برجسته از این نوع  آونگ فیزیکی دوگانه، نمونه 

آونگ دوگانه،    تأثیرمطالعه دقیق چگونگی   رفتار  بر  اولیه  شرایط 

بینش می مکانیسمتواند  مورد  در  ارزشمندی  و  های  آشوب  های 

کنترل   امکان  کند  های سامانه همچنین  فراهم  [.   9]  غیرخطی 

حالت   از  متفاوت  آشوب  کاتوره  ینظمیبپدیده  است و  بلکه    ،ای 

نظم   دارای  پیروی    استساختاری  قوانین خاصی  و  الگوها  از  که 

[. چالش اصلی  10رفتار آن ممکن نیست]  ینیبش یپکند، اما  می

کنترل  و  ذاتی  پیچیدگی  دلیل  به  دوگانه،  آونگ  سیستم  در 

 .  استآن    غیرخطی  دینامیک

معادله  ایسامانه به   آن  که  زمانی  تحول  باشند    یرخطیغهای 

می  هایسامانه  گفته  مثال  شودغیرخطی  برای  ساده،  .  آونگ  در 

زمانی که سیستم در شرایط خطی قرار دارد )یعنی زوایای نوسان  

معتبر است(، افزایش دامنه   sin(θ) ≈ θ کوچک هستند و تقریب

هایی مانند مکان و  نوسان تنها منجر به تغییرات کمی در کمیت

، شکل نوسان تقریباً سینوسی  دیگرعبارتبه شود. سرعت آونگ می 

می و  باقی  حالت    بسامدماند  در  اما  است.  ثابت  تقریباً  نوسان 

تغییرات کمی،   بر  دامنه علاوه  افزایش  بزرگ(،  )زوایای  غیرخطی 

می ایجاد  آونگ  رفتار  در  نیز  کیفی  تغییرات  تغییرات  این  کند. 

به شکل  سینوسی  از حالت  نوسان  تغییر شکل  شامل  های  کیفی 

به دامنه )کاهش    بسامدها(، وابستگی  تر )ظهور هارمونیک پیچیده 

با افزایش دامنه(، و در شرایط خاص، ظهور رفتار آشوبناک    بسامد

سیستم    طوربه است.   انرژی  غیرخطی،  حالت  در    طور بهخلاصه، 

 .  تری با دینامیک آن مرتبط استپیچیده 

گسترده بررسی  آونگ  های  مورد  در  است    شدهانجام   دوگانهای 

از رویکردهای نظری، شبیه های عددی و  سازی که طیف وسیعی 

این مطالعات، پیشرفت ردیگی برمهای تجربی را در  آزمایش  های  . 

عمیق  یتوجهقابل درک  دینامیکی  در  رفتار    های سامانه تر 

آن، به ارمغان آورده است.   های آشوبناکویژگی  ازجملهغیرخطی، 

 .  شودهایی از این تحقیقات اشاره می در ادامه، به نمونه 

[ همکاران  و  فیزیکی11تران  آونگ  آشوبناک  رفتار  با    [  را 

است،   ریمتغاضافه کردن یک آهنربا، که پیامد آن ایجاد  پتانسیل 

-های آزمایشگاهی و شبیهی دادهبا مقایسه  هاآن بررسی کردند.  

شاخه چند  نمودارهای  طریق  از  توافق  سازی  که  دادند  نشان  ای 

و   مایتای  دارد.  وجود  تجربی  و  عددی  نتایج  بین  خوبی  بسیار 

دوگانه  12همکاران] آونگ  اگر سرعت چرخش  که  دادند  نشان   ]

افتد  ای به آشوبناک اتفاق میدورهافزایش یابد، گذار از رفتار شبه

می برعکس  روند  این  دوباره  ]و  همکاران  و  روی  به  13شود.   ]

  نظر گرفتن هایی پایین با در  بررسی رفتار آونگ دوگانه در انرژی 

نشان دادند که افزایش دامنه منجر    هاآن شرایط اولیه، پرداختند.  

وابستگی   پیکربندی    بسامدبه  دو  برای  که  شد  خواهد  دامنه  به 

اکُادا ]  فازنا همو    فازهم و  اِستاچویاک  بود.  با  5متفاوت خواهد   ]

پوانکاره، متوجه شدند که  سطحاستفاده از تحلیل عددی آشوب و 

دوره و  منظم  رفتار  آونگ  پایین  انرژی  مقادیر  با  در  و  دارد  ای 

دوره از  گذار  حالت  انرژی  شبهافزایش سطح  به  اتفاق  دوره ای  ای 
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و  می آشوبناک    درنهایتافتد  رفتار  انرژی  سطح  بیشتر  افزایش 

را   دنبالآونگ  داشت.    به  همکاران]خواهد  و  با    [14شکری 

ی انحراف  نشان داد که افزایش زاویهاستفاده از محاسبات عددی  

آونگ بیرونی منجر به افزایش سطح انرژی سیستم شده که پیامد  

آونگ رفتار  تغییر  دورهآن،  حالت  از  دوره ها  شبه  به  و  ای  ای 

درجه است.  90یای بیشتر از  زوابه رفتار آشوبناک برای    درنهایت

که در حالت آشوبناک مقدار سطح انرژی نسبت به حالت  ی طوربه

 یافته است.  یش افزاای بیشتر از دو برابر  دوره

آونگ مطالعه  برای  مقاله  این  در  که  ریاضی  های  ابزارهای 

دوگانه   سریع    مورداستفادهفیزیکی  فوریه  تبدیل  گرفتند  قرار 

(FFT )1    به  بسامد  [.،6115]است  2پوانکاره   سطحو مربوط  های 

. برای اینکه بتوان  استآونگ فیزیکی دوگانه، شامل دو مد اصلی  

از طریق شبیه را  فوریه  این مدها  تبدیلات  از  سازی توصیف کرد 

به    شدهاستفاده سریع   وابسته  توابع  فوریه  تبدیل  اصل  در  است. 

  [. 4،12کند ]زمان یا فضا را به توابع وابسته به بسامد تبدیل می

برای   آونگهمچنین  رفتار  پوانکاره،    دوگانههای  تفسیر  سطح  از 

  درواقع   ابزاری بسیار پرکاربرد و قدرتمند، استفاده گردید.  عنوانبه

ی گذرنده از دیاگرام فضای فاز است که  سطح پوانکاره یک صفحه

   [.  15است ]  شدهاختراع تر کردن نمایش فضای فاز  برای ساده

این   آونگ    تأثیر،  مقالهدر  دینامیکی  رفتار  بر  اولیه  شرایط 

دو از  گانهفیزیکی  استفاده  شبیه  با  و  عددی  سازی  محاسبات 

بخش    قرارگرفته  موردبررسی در  مقدمه  ،اولاست.  پیشینه    به  و 

. در بخش دوم، مدل ریاضی حاکم بر سیستم و پژوهش اشاره شد

لاگرانژی   دینامیک  رویکرد  از  استفاده  با  حرکت  معادلات 

سازی  بندی شده است. در بخش سوم، نتایج حاصل از شبیه فرمول 

فوریه سریع تبدیل  از روش  استفاده  پوانکاره  با  نمایش سطح   و 

کیفی    وتحلیلتجزیهمورد   و  این  قرارگرفته کمی  اصلی  اند. هدف 

غیرخطی    هایسامانه تری از رفتار مطالعه، دستیابی به درک عمیق 

 . هستبه تغییرات شرایط اولیه،    هاآن و ارزیابی میزان حساسیت  

 هامبانی و روش  -2

ابتدا باید    موردبررسی قراردادبرای اینکه بتوان  سیستم واقعی را  

توان در مدل تغییراتی را اعمال  می  چراکهمدل ساخت،    یکآن از  

  غیرممکن و یا    بردارهزینه،  کرد که در حالت واقعی بسیار سخت

تشریح شده و    موردنظرمسئله    ابتدابنابراین در این بخش  است.  

 است.    شدهمعرفیمدل ریاضی    سپس  

 

 
1 . Fast Fourier Transform 
2 . Poincare 

 تشریح مسئله   2-1

،  شده پخش های فیزیکی چون توزیع جرم در طول آونگ  در آونگ

جمله آونگبنابراین  بر  حاکم  معادلات  به  لختی  گشتاور  ی  های 

می  ساده کمیتاضافه  در  تغییراتی  باعث  این  خود  که  های  شود 

فاز  و    موردبررسی فضای  شدالگوهای  در  ((1)  )شکل  خواهد   .

اگر  آونگ فیزیکی  بنابراین  های  باشد  آونگ کوچک  انحراف  زاویه 

  درنتیجه ،  شدهمنحرف بسیار کمی از حالت تعادل    یاندازه به آونگ  

آونگ نوسانی  دوگانه  رفتار  بود  ایدوره  صورتبه های  در  خواهد   .

ی نوسان(، نوسانات از  صورت افزایش زاویه انحراف )افزایش دامنه

آشوبناک    درنهایتای و  دورهو رفتار شبه   شدهخارج ای  حالت دوره

می نشان  خود  افزایش دیگرعبارت بهدهند.  از  انرژی  سطح  اگر   ،  

     [.17]  منجر خواهد شدهای آشوبناک  حرکت  پیدا کند به

های فیزیکی، لازم است معادلات حاکم  پدیده سازیمدل برای 

پدیده این  معادلاتی که بر  آونگ،  نوع  به  بسته  استخراج شود.  ها 

معادلات حاکم    کهازآنجایی شود، متفاوت خواهد بود.  استخراج می 

است و در موارد    غیرخطیدر حالت کلی    فیزیکی دوگانه  بر آونگ

می برای    هایجواب توان  محدودی  کرد  هاآن تحلیلی    ، پیدا 

ابزار بسیار مناسبی برای حل این نوع  روش  درنتیجه های عددی 

. علاوه بر این برای بررسی بیشتر و درک تصویر  هستندمعادلات  

پوانکاره    سطحدر آونگ دوگانه،    ویژهبه هندسی مسیرهای حرکت  

  شده بررسی و نمودارهای فوریه با استفاده از روش عناصر متناهی  

این    است. با    بخشدر  دوگانه  فیزیکی  آونگ  بر  حاکم  معادلات 

از   مکانیک    درواقع  است.  شدهاستخراج   مکانیک لاگرانژیاستفاده 

فیزیک و مهندسی است که   لاگرانژی روش تحلیلی قدرتمند در 

حرکت   توصیف    های سامانه   ویژهبه دینامیکی،    هایسامانه برای 

 رود.  دوگانه، به کار می  فیزیکی  پیچیده و غیرخطی مانند آونگ

 . مدل ریاضی 2-2

  از   که  است  دوگانه  مرکب  آونگ   مقاله،  این  در  مورداستفاده  مدل

  های طول   و(  𝑚2  𝑚1,)  هاجرم با(  AB  و  OA) یکنواخت  میله  دو

(𝑙1, 𝑙2 ) معمولاً برای آونگ دوگانه  .((1)شکل ) است شدهتشکیل  

  و   میله   هر  مختصات عمومی که بین  عنوانبه  𝜃2و  𝜃1 از دو زاویه 

می  عمودی  خط استفاده  دارند،  (  2)  و(  1)  معادلات.  شودقرار 

  توصیف   را  سیستم(  V)  پتانسیل  انرژی  و(  T)  جنبشی  انرژی

  هر   چرخشی  انرژی  برای  عباراتی  شامل  جنبشی  انرژی.  کنندمی

  از   تابعی  نیز  پتانسیل  انرژی.  است   هاآن   حرکات  بین  تعامل  و  میله

 . [6]  است  𝜃2  و  𝜃1  زوایای
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 .[17] شماتیک آونگ فیزیکی دوگانه (.1) شکل

(1 ) 

2 2 2 21
2 1 1 2 2 2

2 2 1 1 2 1 2

1 1

2 3 6

1
cos( )

2

m
T m l m l

m l l

 

   

 
= + + 

 

+ −




 

(2 ) ( )1 1 2 1 2 2 2
1

( 2 )cos cos
2

V g l m m l m = − + + 

معادلات   از  سیستم،  حرکت  معادلات  آوردن  دست  به  برای 

 [:6]زیر هستند  صورتبهشود. این معادلات  لاگرانژی استفاده می 

(3 ) ( , ) ( )L T V T q q V q= − = − 

)که در آن , )T q q   انرژی جنبشی و( )V q    انرژی پتانسیل کل

)در اینجا که  . لازم به ذکر است  استسیستم   )V q    تنها تابعی از

از  است  qافته یمیتعممختصات   معادلات حرکت  استخراج  برای   .

 [: 18است ]  شدهاستفاده زیر    معادلات لاگرانژی

(4 ) 0
d L L

dt q q
k k

 
− =

 

 
  
 

 

    :زیر خواهد بود  صورتبهکه برای سیستم آونگ فیزیکی دوگانه  

(5 ) 

21 2 1 2
2 1 1 1 2 2

22 1 2 1 2 1
1 2 2 1

m m l l
( m )l cos( )

3 2
m l l (m 2m )gl

sin( ) sin 0
2 2

+  +  − 

+ 
+  −   +  = 

 




 

(6 ) 

2
2 1 2 2 2

1 2 1 2

22 1 2 2 2
1 2 1 2

m l l m l
cos( )

2 3
m l l m gl

sin( ) sin 0
2 2

 −  + 

−  −  +  =




 

( معادلات جفت شده و غیرخطی هستند.  6( و )5معادلات )

 : است  شدهاستفاده برای راحتی کار از پارامترهای بدون بعد زیر  

(7 ) 2 2

1 1

, , n

m l
t

m l
   = = = 

آن در  2که 

n g l در  است،    = معادلات  برحسب  پس 

 : آینددرمیزیر    صورتبهبدون بعد    هایکمیت

(8 ) 1 1 2 2
2

1 2 2 1

(6 2) 3 cos( )

3 sin( ) (6 3)sin 0

+  +   −  +

  −  + +  =



 

(9 ) 1 2 1 2
2

1 2 1 2

3cos( ) 2

3sin( ) 3sin 0

 −  + 

−  −  +  =



 

  خطی سازی (  9( و)8)برای نوسانات کوچک، معادلات حرکت  

 کنند:و به معادلات زیر تقلیل پیدا می  اندشده 

(10 ) 1 2 1(6 2) 3 (6 3) 0+  +  +  +  = 

(11 ) 1 2 23 2 3 0 +  +  = 

فرض   نوسانی  هایجواب   با 
1 1 cos( )A =     و

2 2 cos( )A =( معادلات  و)10برای  از    ،(11(  پس 

 .آیدمی  به دستزیر    صورتبه  طبیعیبسامدها     سازیساده 

(12 ) 
2 2 2

1
( 2 6 )

3
(4 3 )

      

 


+ − + + − − +

+
= 

(13 ) 
2 2 2

2
( 2 6 )

3
(4 3 )

      

 


+ + + + − − +

+
= 

1که در آن  3 = 2و  +  =  .هست+

جرم و طول یکسان    ازنظردو آونگ فیزیک  برای حالتی که در آن  

,1باشند )  1 =  : شودحاصل میمقادیر زیر    هابسامدبرای  (  =

(14 ) 1
3

(7 2 7 ) 0.8557
7

 − == 

(15 ) 2
3

(7 2 7 ) 2.2952
7

 + == 

 نتایج و بحث  -3

-مشروحه  حالتچهار  کامسول    افزارنرم با استفاده از    بخش  در این

درجه برای  12زاویه انحراف    حالت است. اولین    شدهبررسی   زیر  ی

دوم و سوم    هایحالتدرجه برای آونگ درونی،  6آونگ بیرونی و  

رونی و صفر  درجه برای آونگ بی  60و  30به ترتیب، زاویه انحراف  

  هرکدام طول  فوق    حالتدر هر سه    درجه برای آونگ درونی، که

.  است  شدهانتخاب سانتیمتر    𝑐𝑚 50و یکسان و برابر  ها  گاز آون

دو  طول آونگ بیرونی    جرم،  داشتن نگه با ثابت  برای حالت چهارم  
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  ازجمله محاسبات از نیروهای اتلافی  . همچنین در  شده است  برابر

در بخش بعدی با    شده است.  یپوشچشم اصطکاک سطوح و هوا  

از   و سطح  ،میپل  افزارنرم استفاده  فاز  تعیین فضای  برای  پوانکاره 

دوگانه در  فیزیکی  ای و آشوبناک آونگ  دوره ای، شبهشرایط دوره

 شد. خواهد  هفت حالت مختلف بررسی  

 کامسول افزارنرمبا  تحليل عددی رفتار آونگ    3-1

نحوه  به  دوگانه  فیزیکی  آونگ  در  نوسانی  و  مدهای  حرکت  ی 

داربرهم بستگی  یکدیگر  با  آونگ  دو  دو  نکنش  سیستم  این  د. 

و   دارد  آزادی  مستقل    درنتیجهدرجه  نوسانی  مد  و  دو  )متقارن 

با  متقارن(  نا که  می بسامد دارد  نوسان  مختلف  مد   کنند.های    در 

با    متقارن می  بسامدکه  نوسان  آونگ  بالاتر  دو  در   باهمکند،  و 

ر خلاف  ، دو آونگ دمتقارن نا  در مداما    .کنندنوسان می   جهتکی

می  نوسان  یکدیگر  دارای  کنندجهت  ی  ترپایین   بسامدمد    و 

کنند دو جرم در خلاف جهت هم حرکت می وقتی  ، زیرا  هستند

می  هاآنی  نوسان  بسامد  درنتیجه آونگ    یابد.کاهش  مورد  در 

انتظار   دوگانه،  قله  رودمیفیزیکی  تبدیل  دو  نمودار  در  اصلی  ی 

شودفوریه   و    مشاهده  متقارن  نوسانی  مد  دو  به  مربوط  که 

از    متقارننا استفاده  با  قسمت  این  در  که    سازی شبیهاست 

تمام    است.  شدهبررسی  که  است  یادآوری  به   (f) ها بسامدلازم 

 .هست(  Hzبرحسب هرتز) 

 درجه(12)زاویه  اول حالت. 3-1-1

بیرونی    حالتبرای   آونگ  انحراف  زاویه  زاویه    12اول  و  درجه 

درونی   فرض  6آونگ  است  درجه  فیزیکی  شده  آونگ  از  )نمای 

فوریه   (2)  (. در شکل(2)  شکل  ینهیدرزمدوگانه   نمودار تبدیل 

دوگانه  FFTسریع) فیزیکی  آونگ  برای  است.    شدهمیترس( 

از شکل ملاحظه می  طورهمان نمودار  که  از  شود دو مد طبیعی 

مقدار    مشاهدهقابل که  مدها    هرکداماست  این  اساس از    بر 

)معادلات تحلیلی  به  (  11و10محاسبات  ترتیب  با  بسامدبه  های 

نتایج  استمرتبط    هرتز75/1و  هرتز    65/0مقادیر     آمده دستبه. 

سازی تفاوت کمی با مقادیر تحلیلی دارد. در اینجا  تفاوت از شبیه

-[ دیده می14عمده با مورد مشابه در مدل آونگ دوگانه ساده ]

زاویه بودن  بیشتر  آن  و  به  شود  نسبت  درونی  آونگ  انحراف  ی 

   بیرونی در مد اول است.

های  سازی آونگدر شبیه  توجهجالب های  یکی دیگر از کمیت

بررسی صفحه  دوگانه  در  آونگ  حرکت  ) مسیر  قائم  xی  y−  )

که   )  ینهیدرزماست  نشان  2شکل  به    شدهداده (  توجه  با  است. 

آونگ درونی   است که  داشتن یک   لیبه دلشکل کاملاً مشخص 

می مقعر حرکت  مسیر  روی  بر  فقط  آزادی  کند. همچنین  درجه 

مسیر حرکت آونگ بیرونی، مشابه با آونگ درونی است و بر روی  

از مسیر آونگ درونی است،    تربزرگمسیر کمانی شکل که کمی  

   کند.نوسان می

 

درجه )رنگ   12و 6تبدیل فوریه سریع برای زاویه انحراف  (.2شکل )

 آبی آونگ درونی و رنگ سبز آونگ بیرونی(.

با نتایج تحلیلی یکی از موارد مهم    سازیشبیهمقایسه نتایج  

اعتبار کار  این  با  زیرا  است  علمی    سازی شبیهروش    در مطالعات 

در این قسمت برای اعتبار سنجی  فقط  ،شود. بنابراین سنجیده می

  روش   سازی وشبیهروش    از  آمدهدستبه    سازی، نتایجنتایج  شبیه

نوسانات مکان و سرعت مربوط به آونگ    هایتحلیلی برای نمودار

   مقایسه شده است.  ،در آونگ فیزیکی دوگانه  بیرونی

و تحلیل آونگ بیرونی برای   سازیشبیهنمودار مقایسه  (.3) شکل

 . زمان برحسب سرعت تغییرات تغییرات مکان و ب(  الف(

( حالت  -3شکل  برای  زمان  برحسب  مکان  تغییرات  نمودار  الف( 

میشبیه نشان  را  بیرونی  آونگ  برای  فقط  تحلیلی  و  دهد.  سازی 

شود برای آونگ بیرونی الگوی  که از شکل مشاهده می  طورهمان

 کهی درحالمنظم بوده    صورتبه  سازیشبیهتغییر مکان در حالت  

 )الف(

 )ب(
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)تغییرات اصلی  نوسان  داخل  در  ریز  نوسانات  تحلیلی   نتایج 

 ینیبش ی پ قابل و منظم بسیار تغییرات مقابل در زیاد نوسانی

، اگرچه در کل شباهت زیادی  دهدی مسازی( را نشان  روش شبیه

تفاوت   نوسانات  جابجای  میزان  اما  دارد،  وجود  روش  دو  هر  بین 

 دارند.   باهم  یاملاحظه قابل

سازی و روش  از روش شبیه  آمدهدستبهب( نتایج  -3در شکل )

  15تحلیلی برای تغییرات سرعت نسبت به زمان در  بازه زمانی  

شود  که از شکل ملاحظه می  طورهمان است.    شدهدادهثانیه نشان  

اما    ترمنظم   سازیشبیه  درروشنوسانات   تحلیلی   درروشهستند 

که   دارد  وجود  زیادی  نوسانات  اصلی  نوسان  مسیر    توجه قابلدر 

مقدار در    ازلحاظباشند، اما  یکسان می  نسبتاًاست. اگرچه روندها  

های است  . این تفاوت ناشی از تقریبهستندطول مسیر متفاوت  

 . است   شدهاستفاده   سازیمدل که در  

 درجه( 30. حالت دوم )زاویه3-1-2

درجه افزایش   30برای حالت دوم زاویه انحراف آونگ بیرونی را تا 

و زاویه آونگ درونی را صفر در نظر گرفته  شد که نمای از آن در  

شکل به    (الف -4)  زمینه  توجه  با  است.  شده  کشیده  تصویر  به 

د  نشود که تعداد مدهای طبیعی همانملاحظه می الف(  -4شکل )

که در آن مقدار انحراف آونگ درونی    استحالت قبلی نیز دو مد  

بیشتر از آونگ بیرونی برای مد اول بوده و در مد دوم این روند  

مشاهده  ب(  -4شکل )  علاوه بر این، با توجه بهشود.  برعکس می

شود که مسیر حرکت آونگ بیرونی نسبت به حالت اول تغییر  می

توان گفت که سیستم است. در این حالت می  چشمگیری داشته

   است.  درآمدهای  و به حالت شبه دوره  شدهخارج ای  از حالت دوره 

 

 

درجه و ب( مسیر   30الف( تبدیل فوریه سریع  برای  زاویه (. 4) شکل

 های  درونی و بیرونی. حرکت آونگ

( طی  الف(  -5شکل  در  مکان  تغییرات  برای  15روند  ثانیه 

می نشان  را  دوگانه  فیزیکی  شکل    طورهماندهد.  آونگ  از  که 

می آونگ  ملاحظه  نوسانات  و    ازلحاظ  یرونیبشود  نوسان  دامنه 

دارد.   درونی  آونگ  با  زیادی  تفاوت  مسیر  طول  در  ریز  نوسانات 

  گذارند می  تأثیرچون این دو آونگ در حین نوسان روی همدیگر  

شبیه هم باشد. اما الگوی   هاآنتوان انتظار داشت که نوسانات  نمی

 تکرار شده است.    بار یکثانیه    4نوسانات برای هردو هر  

 

 

  نمودار الف(  تغییرات مکان و ب( سرعت در طول زمان(.  5شکل)

 درجه. 30برای  زاویه انحراف 

شکل ثانیه در   15تغییرات سرعت هر دو نوسانگر در مدت  نمودار  

آونگ    شدهترسیمب(  -5) دو  هر  سرعت  شروع  لحظه  در  است. 

نمودار بیشترین سرعت برای آونگ درونی در   بر اساسصفر است. 

حوالی   بار  تقریباً    5/0اولین  آن  مقدار  که  بوده  0.5ثانیه  m s  

مقدار   زمان  همان  در  بیرونی  آونگ  برای  و  1.25mاست  s  

شبه    شدهثبت نوسانی  رفتار  اینجا  در  آونگ    یا دوره است. 

ها، رفتار  با تغییر در شرایط اولیه آونگ  درواقعاست.    مشاهدهقابل

-زمان سخت می  باگذشتسیستم    ینیبش یپتغییر کرده و    هاآن

تحلیل با توجه به    درروششود. مقدار سرعت برای آونگ بیرونی  

مکانیکی  انرژی  1.18پایستگی  m s   درروش   کهی درحال  هست  

1.45سازی بیشترین مقدار را  شبیه m s  است.    آمدهدستبه 

 )ب( 
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 درجه( 60حالت سوم )زاویه . 3-1-3

انحرافسوم    حالت زاویه  بررسی  بیرونی درجه   60به  آونگ      ی 

زمینه شکل    شده داده اختصاص   در  تصویر آن    ( الف-6)است که 

   شود.مشاهده می

 

 

درجه و )ب(   60)الف( تبدیل فوریه سریع برای  زاویه (.6) شکل

 .هایی بیرونی و درونی مسیر حرکت آونگ

زاویه افزایش  با  حالت  این  دو  در  تا  بیرونی  آونگ  انحراف  ی 

برابر، منجر به تغییراتی در الگوی تبدیل فوریه سریع شده است.  

شود در مد اول انحراف نوسانگر  که از شکل مشاهده می طورهمان

قله همچنین  و  بوده  بیرونی  از  بیشتر  کوچکی  درونی  بسیار  های 

می )دیده  شکل  در  همچنین  دو -6شود.  هر  حرکت  مسیر  ب( 

می نشان  زاویه آونگ  به  مربوط  الگوی  همانند  الگو    30یدهد 

ای که نوسانگر در حال  درجه بوده با این تفاوت که مساحت ناحیه

فیزیکی   آونگ  رفتار  تغییر  از  نشان  و  است  بیشتر  است  جاروب 

 دوگانه دارد. 

ای مشهود  دورهالف( برای آونگ درونی رفتار شبه-7) در شکل

ثانیه  کهی طور به است   حوالی  در  و  بار  اولین  به  برای  دوم  ی 

که در موارد   طورهمانکند. ی نوسان دست پیدا میبالاترین دامنه 

نیز  شدهاشاره قبلی   اینجا  در  کوچک.  نوسان  در    ینوسانات  داخل 

در اینجا نیز اگر به قله    است.  مشاهدهقابل اصلی در طول نوسان  

می ملاحظه  کنیم  نگاه  نوسانات  تا  این  حرکت  شروع  از  گردد 

ثانیه حال  حوالی  در  ملایم  شیب  با  قله  این  مکان  ششم  ی 

مکان سمت  به  و  جابجایی  است  منفی  لحظه   بعدازآنهای  ی  تا 

-. با توجه به نمودار میهستثانیه موقعیت آن در حال صعود  10

شد.   خواهد  تکرار  روندی  چنین  زد  حدس  که    طورهمانتوان 

می از  مشاهده  بیشتر  درونی  نوسانگر  انحراف  اول  مد  در  شود 

همچنین   برعکس،  دوم  مد  در  و  بوده  بسیار  قلهبیرونی  های 

ثانیه نوسانگر بیرونی برای   4شود. تقریباً در زمان کوچکی دیده می 

بار به بیشتر فاصله از نقطهاولین  ی تعادل رسیده که در  ی خود 

این مقدار در مقایسه    کهی طور به قرار دارد،    xسمت منفی محور 

  توجهجالب . نکته  است با مکان اولیه نوسانگر در زمان صفر، بیشتر  

ی رفتار سینوسی در طی زمان طی در رفتار آونگ بیرونی مشاهده 

های نمودار را  ها و درهاین صورت که اگر تمام قله  شده است. به

می تشکیل  پوش  کنیم یک  وصل  که  به همدیگر     خودپوش شود 

 ار سینوسی است.  نمود

دهد.  ب(، تغییرات سرعت را نشان می-7نمودار بعدی، شکل )

را کسب   بیشترین سرعت  نوسانگر درونی  باری که سرعت  اولین 

شود و برای نوسانگر بیرونی در  مربوط می  6/0ی  کند به ثانیهمی

2.66هست)  5/4حوالی ثانیه   m sی انحراف آونگ  (. افزایش زاویه

دامنه افزایش  باعث  شده،  بیرونی  درونی  نوسانگر  در  سرعت  ی 

1.75مقدار آن در حدود    کهی طوربه m s    .است 

 

نمودار تغییرات مکان و  ب( نمودار سرعت در طول   الف(  (.7) شکل

   درجه. 60برای  زاویه انحراف  زمان 

 )الف(

( ب)  
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  درجه و 60حالت چهارم )زاویه . 4-1-3
2 12l l= ) 

و از زاویه    افزایشدو برابر  تا  طول آونگ بیرونی را    حالتاین  در  

.  الف(-8)  )زمینه شکل  شوددرجه نسبت به خط قائم رها می  60

گردد.  مینوسان  مد اول  در  ساختار جدید آونگ دوم باعث کاهش  

برای    قله اگر به جزئیات نمودار دقت شود قبل از مد متقارن یک  

بیرونی   مد  و   است  مشاهدهقابل نوسانگر  از  بعد  نوسانی    همچنین 

علاوه بر دو  .بنابراین،    .است  توجهقابل بسیار ریز    قلهتعدادی    بعدی

قلهقله اصلی،  کوچک ی  فوریه های  تبدیل  نمودار  در  نیز  تری 

توانند دلایل مختلفی داشته شوند. این مدهای ریز میمیمشاهده  

از  مضرب که  ها،  هارمونیک  یکی  باشند: های  بسامد های صحیحی 

نوسانی    معمولاًو    اصلی هستند  بودن سیستم  به دلیل غیرخطی 

برهمکنش بین دو مد نوسانی در  دیگری ناشی از    شوند.ایجاد می

تواند منجر به ایجاد مدهای ریز  میاست که  آونگ فیزیکی دوگانه  

   .جدید شود

 

 
زاویه(.  8)  شکل برای   سریع  فوریه  تبدیل  ب(    60الف(  و  درجه 

)  هایی درونی و بیرونی مسیر حرکت آونگ
2 1 2 1, 2m m l l= =.) 

دهد که  الف( نشان می-8مسیر حرکت هر دو نوسانگر )شکل 

میزان تقعر مسیر حرکت آونگ درونی بیشتر از مورد قبلی بود و 

تغییرات   آونگ    نسبتاًوهچنین  برای  حرکت  مسیر  در  متفاوتی 

 . گرددب(  مشاهده می-6بیرونی نسبت به شکل )

( شکل  زمان  -9در  برحسب  مکان  تغییرات    شده ترسیمالف( 

شود نمودار مکان تفاوت  که از شکل ملاحظه می  طورهمان است.  

نوسانگر    یتوجهقابل برای  مکان  تغییرات  دارد.  قبلی  موارد  با 

ثانیه به بیشترین مقدار در   2ای بوده و در زمان  درونی شبه دوره

مثبت میسمت  مقایسه  ها  در  مشاهده    یهاباحالت رسد.  قبلی، 

دامنهمی که  از    شود  ناشی  خود  که  شده  بیشتر  نوسانات  ی 

بیرونی  افزایش طول میله افزایش طول،    درواقع.  استی نوسانگر 

افزایش گشتاور را به دنبال داشته و این عامل جابجایی بیشتر این  

توجه   بیرونی  نوسانگر  مکان  جابجایی  روند  به  اگر  است.  نوسانگر 

می دیده  منظمی  نسبتاً  الگوی  بسیار    اگرچهشود  شود،  نوسانات 

قبلی در   باحالتاست. همچنین در مقایسه    ملاحظهقابل کوچکی  

-ی این آونگ از نقطه. بیشترین فاصلهاست تر  کنداینجا تغییرات  

ثانیه زمان  در  تعادل  سوم  ی  حدود    دادهی رو ی  در    100که 

 بیشتر از  مکان اولیه در زمان صفر است.   متریلیم

 

 

  الف( نمودار تغییرات مکان و ب( سرعت در طی زمان  (.9) شکل

) درجه و  60برای زاویه 
2 1 2 1, 2m m l l= =.) 

( شکل  سرعت-9در  نمودار  دوگانه  -ب(  فیزیکی  آونگ  زمان 

زمان  که ملاحظه می  طورهمان است.    شدهترسیم   63/0شود در 

ثانیه اولین باری است که نوسانگر درونی به بیشترین سرعت در  

محور  خلاف  حدود xجهت  در  که  رسیده  2.7ها  m s  هست  .

سرعت   بیشترین  خارجی  نوسانگر  4.05برای  m s   در که  است 

که در مقایسه با نوسانگر داخلی تأخیر    شدهثبتثانیه    5/1زمان  

حدود   می  9/0زمانی  نشان  را  به   کهی درحالدهد.  ثانیه  توجه  با 

انرژی مکانیکی مقدار بیشینه ی سرعت نوسانگر بیرونی  پایستگی 

4.42در حدود  m s   .است 

-)الف( ملاحظه می-8و    6،    4،    2هایشکلکه از    طورهمان

این  علت وجود    .در بسامد نزدیک صفر، یک قله وجود داردشود  

از     توانددر بسامد نزدیک به صفر در طیف فوریه می  هاقله ناشی 

 )الف( 
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یا     فوریه باشد،  تجزیه   وجود یک مقدار ثابت در سیگنال اصلی در 

گاهی   یا   گیریاندازه   ابزارهای  در  موجود   خطاهای  اوقات،  اینکه 

 هاقله  نوع  این  ایجاد  باعث  توانندمی  سیگنال  پردازش  هایالگوریتم

   .شوند

  پل  ی افزارم نرمبا    پوانکاره  سطحتحليل عددی    .3-2

است که برای    هاسامانه فضای فاز ابزاری قدرتمند در دینامیک  

رود. برای  از زمان به کار می   هرلحظه توصیف وضعیت  سیستم در  

حالت  تمام  شامل  فاز  فضای  دوگانه،  سیستم آونگ  ممکن  های 

می که  باشد. است  آونگ  دو  هر  سرعت  و  موقعیت  شامل    تواند 

می  دوگانه  آونگ  فاز    چهاربعدی فضای     صورتبهتواند  فضای 

( 𝜃1,  𝜃2,  𝜃̇1,  𝜃̇2  )دهنده   تصور شود که در آن هر نقطه نشان

است.   از سیستم  در  مثال عنوانبه حالت خاص  نقطه خاص  ، یک 

ها  ها و سرعت دهنده  ترکیب خاص از زاویه تواند نشان این فضا می 

از مختصات فضای فاز، می   باشد. توان رفتار دینامیکی  با استفاده 

دوگانه که  آونگ  در  منحنی  صورتبه  را    ، است  فضااین  هایی 

  معمولاً برای تحلیل رفتار آونگ دوگانه در فضای فاز،  .  تحلیل کرد

 شود. سازی استفاده می های عددی و شبیهاز روش 

پوانکاره   ریاضیدانسطح  پونکاره  هنری  ژول  توسط    -که 

شد اختراع  فرانسوی،  تحلیل   ،  فیزیکدان  در  مهم  و  مفید  ابزار 

دوگانه    هایسامانه دینامیک   آونگ  مانند  آشوبناک  و  غیرخطی 

این  است.   از  استفاده  از می  ابزار،با  بهتری  درک  به  توان 

سیستم  ویژگی این  پیچیده  حرکتی    یافتدستهای  الگوهای  و 

  . این ابزار ردسیستم را شناسایی و رفتارهای آشوبناک را تحلیل ک

می را  کمک  سیستم  رفتار  تا  و    صورتبهکند    ترفهمقابل بصری 

ک یا  دورهرفتارهای    تشخیص  .ردمشاهده  تحلیل آشوبناک  ای  با 

پوانکاره دست  سطح  اگر  ترتیباینبهآید.  می  به    در  نقاط  که 

  دهنده نشان   تواندمی   این  گیرند،  قرار  تکراری  و  مشخص  الگوهای

  پوانکاره   سطح  در  نقاط  اگراما  باشد.    سیستم  ایدوره   رفتارهای

  دهندهنشان   تواندمی این  شوند، توزیع  پراکنده  و  تصادفی  صورتبه

 باشد   سیستم  آشوبناک  رفتار

بخش   این  تعیین    طورکلیبهدر  برای  متفاوت  حالت  هفت 

در حالت اول زاویه انحراف  است. فقط    شدهبررسی ها  رفتار آونگ

را   درونی  در    شدهانتخاب   درجه  6آونگ  حالتاما  برای  بقیه  ها 

 است.    شدهگرفتهدرک بهتر مسئله این زاویه صفر در نظر  

  درجه( 12 زاویه )  حالت اول. 3-2-1

)در   برای   الف(-10شکل  فاز  در   6و  12های  زاویه  فضای  درجه 

-که از شکل مشاهده می  طورهمان است.    شدهداده سه بعد نشان  

از  ای، شبه دوره)دوره  تشخیص نوع نوسانشود   ای یا آشوبناک( 

بنابراین، برای تعیین نوع نوسان    است.  غیرممکنروی این تصویر  

   شود.از تکنیک سطح پوانکاره استفاده می

( شکل  نوسان  -10در  از  حالت  این  برای  پوانکاره  سطح  ب( 

بسته  ترسیم مسیر  دو  شکل  به  توجه  با  است.    مشاهده قابلشده 

است که این دو مسیر بسته از برخورد نمودار فضای فاز با صفحه 

2  است. وجود چنین مسیرهایی نشان از رفتار دوره  جادشدهیا-

ای در طول زمان است. نقاطی که در مرکز هریک از این مسیرها  

این  اینجا  است که در  پایداری سیستم  یا  تعادل  نقاط  دارد  قرار 

در  هستند.  همدیگر  به  نسبت  نسبی  جابجایی  دارای   نقاط 

دوره   سطح  یالگو   حقیقت و  منظم  رفتار  در    ستمیس  ایپوانکاره 

است که    ملاحظهقابل(  10از شکل )  .دهدرا نشان میطول زمان  

  طور همان ای است،  رفتار آونگ فیزیکی دوگانه در این حالت دوره 

الف( نیز این موضوع را  -3که نمودار مربوط به تغییر مکان شکل )

 کند. می  دیتائ

 )الف( 

 ( ب)

   یسطح پوانکاره براب(  و   یبعدسهفاز  یفضاالف( (. 10) شکل

 . آونگ بیرونی درجه  12و درجه آونگ درونی  6انحراف زاویه 

 درجه( 30 زاویهحالت دوم ) . 3-2-2

و تقلیل زاویه    درجه  30به    بیرونی انحراف آونگ  زاویه    شیبا افزا

پوانکاره تفاوت    سطحفضای فاز و    یالگو در    آونگ داخلی به صفر،

دا  (11)  شکل  در.  (( 11)  شکل)گردید  مشاهده    فراوانی   ره یدو 

می مشود  مشاهده  قسمت  در  هستند    یدارا  یانیکه    واشتراک 
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است  هاآن مرکز   جابجا شده  به هم  مح  .نسبت    نیا  طیضخامت 

 دارد.   ستمیس  ایو نشان از رفتار شبه دوره  ستین  کسانی  هارهیدا

( الف) 

 ب( ) 

  پوانکاره  سطحب(  و    یبعدسه فاز    یفضا الف(    (. 11) شکل

 آونگ بیرونی.   درجه  30انحراف    زاویه  یبرا 

بس انرژ  اریاختلاف  سطح  در  به    ی کم  اول  نسبت  حالت 

باهم    زیادیتفاوت    ایجادشده  یلگوهااگرچه ا  ،کاملاً مشهود است

که از روی شکل مشخص است، در    طورهمان ،  دیگرعبارتبه .  دارند

حالت اول دو ناحیه از هم جدا هستند، اما در این حالت، علاوه بر  

اند. تغییر  تغییر شکل و افزایش مساحت، همدیگر را نیز قطع کرده

کم   نسبتاًاین نواحی نشان از تغییر رفتار سیستم به دلیل افزایش  

 گردد.سطح انرژی است، اگرچه هنوز رفتار آشوبناک مشاهده نمی

 درجه( 60 زاویه)  حالت سوم. 3-2-3

برابر   به دو  انحراف  زاویه  افزایش  یعنی    حالتبا  زاویه  برای  دوم، 

  ی پ  توانیم  پوانکاره  سطحفاز و    یبا رسم فضا   ،درجه  60انحراف

فضا  هااوربیتال از    هرکدام  ریمسکه  برد   الگو  یدر  مشابه    ییفاز 

است،  حالت فواصل  دوم  در  هم  یاما  از  .  (الف-12  شکل)  دورتر 

تغسطح    یالگو  کهدرحالی  از  نشان  مس  رییپوانکاره    ر ی شکل 

که شکل نشان   طورهمان. دهدیاز مدارها در سطح را م جاماندهبه

دا  دهدیم تغ  هارهی شکل  داده   رییبه حالت قلب  مانند  فرم  اند که 

   .کندیم  دیی را تأ  ایدوره  رفتار شبه  یقبل  حالت

)الف(  

 )ب( 

  یسطح پوانکاره برا  ب(  و  یبعدسهفاز   یفضاالف(  (.12شکل)

 درجه. 60زاویه انحراف

شبه  میدوره حالت  که  است  حرکت  از  خاص  نوع  در  ای  تواند 

ای، سیستم  دوره آونگ دوگانه رخ دهد. در  حالت شبه  هایسامانه 

از خود نشان میبرای مدتی رفتاری تقریباً دوره  این  ای  اما  دهد، 

نیست.   تکراری  کاملاً  است  دیگرعبارتبه رفتار  ممکن  سیستم   ،

این  دقیق  زمانی  دوره  اما  کند،  تکرار  را  نوسانات  سری  یک 

 نوسانات ممکن است کمی متفاوت باشد. 

درجه و 60زاویه حالت چهارم ). 4-2-3
2 12l l=

 
) 

ا آن  شدهبررسی حالتی    بخش  نیدر  در  ثابت    که    داشتن نگه با 

بزاویه،   آونگ  برابرتا    یرونیطول  است.    داکردهیپافزایش    دو 

)  طورهمان شکل  در  میالف-13که  مشاهده  فاز  (  فضای  شود 

)شکل  باحالت  یتوجهقابلتفاوت   دارد.  -12قبلی  همچنین  الف( 

عمده  سطح اختلاف  فاز  فضای  این  از  ناشی    باحالت ای  پوانکاره 

مشخص  طورهمان.  ب(-13)شکل  داردفوق   دو   است  که  اینجا 

مساحت   با  دارد    ترکوچک جزیره  ه وجود  عملاً    ی هیناح  چ یو 

متقارن هستند. از طرف   به همنسبت  اما ،شودینم دهید یمشترک

ضخامت   ازلحاظدهد ها را تشکیل میاین جزیرهدیگر محیطی که 
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نیست.   کرد    توانیم  نجایادر    ینار بنابیکسان  رفتار که  ادعا 

طر  ایدورهشبه    ستمیس از  که  پوانکاره    سطح  قیبوده 

بودن سطح  نیکسان  دیگر    توجهجالب ی  نکته  . است  صیتشخقابل

زاویه  باحالتانرژی   با  است  60انحراف    قبلی  مقایسه  .  درجه 

با    تنهانهکه رفتار سیستم  دهد  نشان می(  13( و )12های )شکل

در  اولیه  تغییر  تغییر  میتغییر    ،شرایط  اگر  بلکه  ساختار  کند، 

 تواند رفتار آن را تغییر دهد.میطول(    ازجمله)فیزیکی سیستم  

آونگ   در سیستم  آشوب  پدیده  فوق  حالت  چهار  بررسی  در 

تواند به پدیده  فیزیکی دوگانه مشاهده نشد، زیرا هر تغییری نمی

آشوبناک منجر شود. بنابراین، در این قسمت حداقل تغییراتی که  

 است.    شدهبررسی شود  باعث شروع آشوب در  سیستم می

آونگ   انرژی  سطح  باید  دهد  رخ  آشوب  پدیده  اینکه  برای 

اولیه   شرایط  تغییر  به  انرژی  سطح  افزایش  کند،  پیدا  افزایش 

برای   این مقاله  انحراف، جرم و طول( بستگی دارد. در  به  )زاویه 

ی انحراف که در آن سیستم آشوبناک  آوردن حداقل زاویه  دست

برای    در ابتدااستفاده گردید.    وخطاآزمون شود، از طریق روش  می

برابر  دو    درنهایتطول و جرم ثابت، سپس دو برابر کردن طول و  

آشوبناک    کردن سیستم  که  مقداری  تا  دوم،  آونگ  جرم  و  طول 

 شد.    وتحلیل تجزیهشود زاویه انحراف را افزایش داده و نتایج  

انتقال بین رفتار منظم   عنوان بهای اغلب  دوره های شبهحالت 

در   آشوبناک  می  هایسامانه و  دیده  آونگ  دینامیکی  در  شوند. 

انرژی  دورهدوگانه، حالت شبه  ای ممکن است زمانی رخ دهد که 

کافی برای ورود به رفتار    اندازهبه سیستم در حدی باشد که آونگ  

کاملاً آشوبناک انرژی نداشته باشد، اما هنوز هم انرژی کافی برای  

-)شکل ای را داشته باشدجلوگیری از  الگوی حرکت ساده و دوره 

 . ((1( همچنین جدول )13( تا )10های )

(الف)        

 )ب(  

با زاویه    پوانکاره سطح ب(  و   یبعدسهفاز   یفضاالف(   (.13) شکل

) برای آونگ دومیدرجه   60انحراف
2 1 2 1, 2m m l l= = ) . 

 درجه(  128 زاویه ) پنجم حالت . 3-2-5

نگه ثابت  با  حالت  این  جرم،  در  و  طول  افزایش  داشتن  زاویه  با 

بیرونی   آونگ  ازانحراف  )60بیشتر  درجه،  10  صورتبهدرجه 

زاویه  درجه(10 گردید.  130در  مشاهده  آشوب  پدیده  درجه 

درجه بررسی    130کمتر از    ای یهزاوبنابراین برای دقت بیشتر در  

تا   زاویه   عنوانبهدرجه    128  زاویه حدود    در یتاًنهاشد    حداقل 

 .  پدیده آشوب مشاهده گردید

شکل برای  -14)   در  پوانکاره  سطح    1800  زمانمدت الف( 

است. با    شدهترسیمثانیه از برخورد خطوط فضای فاز در دو بعد  

شود که تعداد زیادی نقطه در سرتاسر  مشاهده شکل ملاحظه می

. وجود چنین نقاطی دلیلی  اند شده پراکنده ی شکل  ی دایره ناحیه 

ای به حالت آشوبناک است که در زاویه  بر گذار از حالت شبه دوره

اتفاق  128انحراف   بیرونی،  افتاده است. لازم به ذکر  درجه آونگ 

برای زوایای   توان گفت که رفتار  نمی  128از    ترکوچک است که 

این زاویهآونگ دوگانه کاملاً شبه دوره بلکه حتی در  ها  ای است 

مواردی   برای    ییده پددر  اما  دهد،  رخ  هم    های یهزاوآشوبناک 

می  تربزرگ  نشان  آشوبناک  شواهد  دوگانه  آونگ  رفتار  که  دهد 

(  1از جدول )  آمدهدست بهاست. همچنین با توجه به سطح انرژی  

می از   ملاحظه  بالاتر  حالت  این  در  سیستم  انرژی  مقدار  گردد، 

 چهار حالت فوق است.  
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 )الف( 

 )ب( 

نوسان   زمانمدت درجه  128زاویه   یپوانکاره برا سطح (.14) شکل

)   ثانیه7200ثانیه و برای )ب(1800برای )الف(
2 1 2 1,m m l l= =.) 

شود   دیده  بهتر  آشوبناک  پدیده  درون  نظم  اینکه  برای 

ثانیه افزایش داده و نتایج  استخراج    7200نوسان را تا    زمانمدت 

( )شکل  شکل-14گردید  مقایسه  با  )ب(  ب((.  و  )الف(  های 

واضح    طوربهها که خالی از نقاط هستند  شود جزیرهمشاهده می

با افزایش زمان  تقارن  خود را نشان می نسبت به    هاآن دهند و 

با  یگردعبارتبههستند.    مشاهده قابل تری  واضح  طوربه مرکز    ،

می حالت  دو  این  افزایش  مقایسه  با  که  گرفت  نتیجه  توان 

ها  تراکم نقاط روی سطح پوانکاره بیشتر شده و جزیره  زمانمدت 

 شوند.  بهتر نمایان می

درجه و 88. حالت ششم )زاویه 6-2-3
2 12l l=

 
) 

)بخش   به    باوجود(  4-1-3در حالت چهارم  آونگ  افزایش طول 

تا   زاویه  افزایش  همچنین  و  برابر  پدیده  60دو  هیچ  درجه 

دوره  شبه  رفتار  آونگ  بلکه  نشد  مشاهده  خود  آشوبناکی  از  ای 

نشان داد. برای اینکه آونگ دوگانه رفتار آشوبناک از خود نشان  

برای   را  بیرونی  آونگ  انحراف  زاویه    تربزرگ   هاییهزاودهد، 

زاویه    موردبررسی در  اینکه  تا  گرفت  پدیده    88قرار  درجه 

 ( )شکل  گردید  مشاهده  انرژی  ((.  15آشوبناک  سطح  مقایسه  با 

آن    باحالت انرژی  سطح  که  شد  ملاحظه  چهارم(  )حالت  مشابه 

درجه حدود  88ی  بالاتر است، یعنی اینکه، سطح انرژی در زاویه

)زاویه    3/2 چهارم   حالت  از  است.    60ژول  بیشتر  درجه( 

های در داخل سطح پوانکاره مشاهده  ( جزیره15شکل )  باملاحظه

تقارن  می دارای  که  نظم    باشندی مشود  وجود   از  خود  این  و 

می حکایت  آشوبناک  رفتار  داخل  در  افزایش    کنند.خاصی 

ها  جزیره شود که تقارنثانیه باعث می 7200نوسان تا  زمانمدت 

 تر باشد. در داخل  شکل مشخص

 

  زمانمدتدرجه و  88زاویه انحراف یسطح پوانکاره برا (.15)شکل

) ثانیه 7200نوسان 
2 1 2 1, 2m m l l= =.) 

) هفتم حالت . 7-2-3
2 1 2 12 , 2m m l l= =) 

آشوبپدیدهاز  بحث  آخرین  در   قسمت  ،های  این  ی  حالت  در 

ابتدا    شدهبررسی  طول و جرم آونگ دوم را تا دو برابر  که در آن 

دوره شبه  حالت  از  گذار  برای  سپس  و  آشوبناک افزایش  به    ای 

داده شد. با توجه به ساختار آونگ که یکی زاویه انحراف افزایش  

بازوهای   انتظار    تربزرگ اندازه و طول    ازلحاظآن  از    رود ی ماست 

زاویه در  آشوب  پدیده  شود.    90حدود    هایکه  شروع  درجه 

زاویه   در  که  داد  نشان  نتایج  آشوب    92استخراج  پدیده  درجه  

نشان    وضوحبه را  )  دهدیمخود  به  16)شکل  لازم    یادآوری ((.  

ای  دورهای و یا از شبهدورهکه گذار از پدیده دورهای به شبهاست  

ممکن است که    دیگرعبارت به،  افتدی ماتفاق      یآرامبه به آشوبناک  

  هاآن هردو پدید وجود داشته باشد اما یکی از    یکسان  ییه زاودر  

باشد که با افزایش زاویه پدیده غالب کل سطح را پوشش    ترغالب 

زاویه،  ینبنابرادهد.   از  در  بیشتر  رفتار   92های  سیستم  درجه 

خود  آشوبناک   میاز  در    درواقعدهد.  نشان  زیادی  نقاط  تعداد 

ایجاد می پوانکاره به دلیل برخورد خطوط فضای فاز  شود،  سطح 

مکان آن    وجهیچهبهیک نوسان است و    دهندهنشان که هر نقطه  

پ پخش    بینییش قابل  در سطح  زیادی  نقاط  تعداد  چون  نیست. 

آوردن نتایج  بهتر، محاسبات برای    به دستشود بنابراین برای  می

 .  شد  انجام ی متفاوت  زمانمدت سه  
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که  -16)  شکل نقاط  زیادی  تعداد  با  پوانکاره  سطح  الف( 

میشدهپخش   کنواختیریغ  طوربه نشان  را  این  اند،    تعداد دهد. 

روی سطح   دلنقاط  در طول    یلبه  دوگانه  فیزیکی  آونگ  نوسان 

-است. با توجه به شکل ملاحظه می  یجادشدهاثانیه،    3600زمان  

سطح یکنواخت نیست و در بعضی از    یدررو شود که تراکم نقاط  

نقطه  هاقسمت نمیهیچ  مشاهده  از  ای  دیگر  بعض  در  اما  شود 

 های دیگر است. ها  تراکم  نقاط بیشتر از سایر قسمتقسمت

ساعت) دو  از  نقاط  7200پس  تراکم  گردید  مشاهده  ثانیه( 

بیشتر شده و مناطقی که خالی از نقاط بودند، همچنان خالی از  

ب( مشاهده گردید که با -16شکل )  باملاحظه.  اند مانده ی باقنقاط  

نواحی   شکل  به  را  خود  نقاط  از  خالی  مناطق  زمان  افزایش 

 دهند.کوچکی معروف به جزیره نشان می

( شکل  جزیره-16در  اینکه  برای  شوند  ج(  آشکار  بیشتر  ها 

تا  زمانمدت  افزایش    10800نوسان  با  شد.  داده  افزایش  ثانیه 

بیشتر    شدهحاصلزمان تراکم نقاط مناطقی که از عبور فضای فاز  

اما   را    هاییره جزشده  خود  تقارن  و  محفوظ  همچنان  تشکیل 

حفظ کردند. همچنین با  افزایش زمان نوسان آونگ، تقارنی که 

پوانکاره   سطح  نمی  شدهتشکیل در  بین  ،  یگردعبارتبهرود.  از 

کاتوره پدیده  برخلاف که  های  هیچ   کاملاًای  و  هستند  تصادفی 

شود، اما در پدیده آشوب  نظم  تعریف نمی  هاآن نظم خاصی برای  

بی داخل  در  میخاصی  شکل  بنابراین  نظمی    ی مشاهده گیرد. 

درون یک نشان می  آمدهدستبهنتایج   در  منظم  رفتار  که   دهد 

 [.  16است ]   توجهقابل رفتار آشوبناک  

 )الف( 

  )ب( 

 )ج(   

برا  (.16)  شکل پوانکاره  دوگانه    یسطح  فیزیکی  زاویه  آونگ  با 

و  درجه    92انحراف دومی  آونگ  )الف(     زمانمدتبرای   3600نوسان، 

)  ثانیه 10800ثانیه و )ج(  7200، )ب(ثانیه
2 1 2 12 , 2m m l l= =.) 

مشخصات آونگ فیزیکی دوگانه و مقادیر سطح انرژی   (.1جدول)

 سیستم در موارد مختلف. 

سطح انرژی   پارامترهای آونگ بيرونی  

 مکانيکی
E[J] 

 حالت
 زاویه

(deg ( 

 طول

(m( 
 جرم
(kg) 

0/ 5 12 اول  1 373 /9-  

0/ 5 30 دوم   1 502 /9-  

0/ 5 60 سوم   1 605 /8-  

-9/ 987 1 1 60 چهارم  

 *پنجم 
128 5 /0  1 835 /5-  

 ششم * 
88 1 1 7057 /7-  

 هفتم *
92 1 2 264 /12-  

 سیستم آشوبناک * 
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 گيرینتيجه -4

شرایط اولیه بر رفتار   تأثیردر این مطالعه،  تحلیل عددی جامع از 

های کامسول  افزارنرمبا استفاده از  دوگانه  فیزیکی  دینامیکی آونگ  

نشان داد که تغییرررات   آمدهدستبه نتایج. است شدهانجامو میپل 

افزایش زاویه انحررراف، طررول و جرررم آونررگ   ازجملهشرایط اولیه، 

ای به  تواند رفتار آونگ فیزیکی دوگانه را از حالت دورهبیرونی، می

ای و در شرایطی که این تغییرات شدید باشد، برره رفتررار  دورهشبه

تبدیل فوریه  نمودارهای  آشوبناک تغییر دهد. علاوه بر این، تحلیل  

دو    از موارد مطالعه شده حاکی از آن بررود کرره هرکدامسریع برای 

ی اصررلی،  علاوه بر دو قلهوجود دارد. همچنین   مد نوسانی اصلی 

د.  گردیرر تری نیز در نمودار تبدیل فوریه مشرراهده  های کوچکقله

تفکیررک    سطح پوانکرراره برررای  و  فاز  -نمودارهای فضا، از  درنهایت

ای اسررتفاده  حالررت دوره  ازای و آشرروبناک  دورههای شرربهپدیررده

نشرران  از مقادیر سررطح انرررژی، آمده دست. مقایسه نتایج بهگردید

دهد که افررزایش سررطح انرررژی عامررل اصررلی گررذار از حالررت  می

-که نتایج نشان مرری طورهمان آشوب است.حالت ای به دورهشبه

جرررم  و طررول    تغییر کند، یعنی  آونگ دوگانهساختار    دهد که اگر

-مرریپدیده آشرروب  که دهدنشان می، شود دو برابرآونگ بیرونی 
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